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Capítulo 1
Introduión
1.1. Desripión del problema
La tenología de la visión por omputador puede ofreer grandes posibilidades omo herra-
mienta de ayuda a personas invidentes. Aunque estas personas pueden leer y esribir perfeta-
mente en Braille, la mayoría de la gente desonoe este sistema lo que supone una gran barrera
omuniativa que se hae partiularmente notable en la eduaión, donde onviven alumnos
invidentes on profesores y demás alumnos que pueden no onoer el sistema Braille.
En este proyeto nos entramos en la apliaión de ténias de análisis de doumentos omo
un reurso eduativo e integrador de niños invidentes en esuelas de eduaión primaria. Este
trabajo se enmara dentro de un proyeto olaborativo entre el CVC y el equipo de eduadores
del entro Joan Amades (ONCE) y forma parte de una de las herramientas que se proponen
al entro: un intérprete de textos braille on ontenido matemátio y que permita a un usuario
desonoedor del sistema Braille leer los doumentos Braille esritos por un alumno.
(a) (b)
Figura 1.1: (a) Máquina PERKINS (b) Profesor de apoyo
La herramienta presentada permite la traduión a tinta de textos Braille reados mediante
una máquina Perkins (Figura 1.1a) y previamente esaneados, failitando el interambio de
material entre niños invidentes, profesores (Figura 1.1b) y resto de ompañeros y resolviendo la
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neesidad de interpretar, traduir y reproduir textos Braille. Atualmente un esrito en Braille
que se quiera ompartir on otras personas y que no esté en formato digital se debe reesribir,
no se puede fotoopiar debido al relieve de los arateres. Pero on el sistema presentado se
podría esanear, interpretar y guardar en formato eletrónio sin neesidad de reesribirlo.
1.2. Estado del arte
Durante las dos últimas déadas han apareido diversos proyetos que han abordado el
problema de la interpretaión de doumentos on ontenido matemátio en Braille. Aunque
la notaión matemátia tradiional para personas sin deienias visuales es internaional, la
notaión matemátia Braille diere en ada idioma. En el aso de la notaión Braille en astellano
o atalán existen muy poas referenias a proyetos que hayan tratado de traduir doumentos
on ontenido matemátio.
1.2.1. Tradutores de Braille-tinta
Podemos lasiar algunos de los proyetos según la 'direión' en que se realiza la traduión:
1. De notaión matemátia a notaión matemátia Braille: Bramanet [1℄ onvierte
fórmulas representadas en MathML a la notaión matemátia Braille utilizada en Fran-
ia. LaBraDoor (LAtex to BRAille DOOR) [2℄ tradue matemátias esritas on LaTeX
a notaión Marburg Braille (usada en Alemania) y HRTEX (Human Readable TeX).
Math2Braille [3℄ tradue notaión MathML al Braille utilizado en los Países Bajos. Infty
[4℄ tradue doumentos matemátios reonoidos a través de un OCR a Unied Braille
Code y notaión Braille en Japonés. Una vez realizada la traduión a Braille, estos pro-
yetos permiten imprimir el resultado utilizando una impresora Braille.
2. De notaión matemátia Braille a notaión matemátia: En este apartado podemos
distinguir entre el origen de la traduión realizada. Mientras que algunos de los proyetos
utilizan un OBR (Optial Braille Reognition) para el reonoimiento de arateres en un
doumento Braille, otros parten de expresiones odiadas mediante la notaión ASCII-
Braille (ada aráter Braille equivale a un aráter ASCII).
OBR: El proyeto Insight [5℄ reonoe en una imagen esaneada texto y ontenido
matemátio en Nemeth Braille (usado en Estados Unidos) traduiéndolo a Latex. El
proyeto Insight está basado en MAVIS (Mathematis Aessible To Visually Impai-
red Students) [6℄ que fue la primera soluión en traduir Nemeth Braille a Latex.
En el artíulo 'Automati Braille Code Translation System' [7℄ de la Universidad de
Algarve (Portugal) se explia la traduión de doumentos odiados en el Braille
utilizado en Portugal. Se realizan tres Parsers, uno para texto, otro para matemátias
y un último para químia. Esta apliaión parte de un doumento de texto formado
por 1's y 0's reado a partir de la utilizaión de un OBR (Optial Braille Reognizer).
ASCII-Braille: Existen dos proyetos que utilizan la notaión matemátia Braille
en astellano. Blat(mat) [8℄ tradue matemátias representadas en formato ASCII-
Braille a MathML y SBT (A translator from Spanish Mathematial Braille to MathML)
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[9℄ que inorpora un editor para modiar matemátias esritas en ASCII-Braille y
las tradue a MathML. Aunque estos dos proyetos permiten la traduión de texto
Braille además de matemátias, éste debe ser etiquetado omo tal.
3. En las dos direiones: MMBT (Multi-Language Mathematial Braille Translator) [10℄
proyeto opensoure que permite la traduión en ambas direiones desde notaión Braille
en Franés, Inglés y Alemán a notaión LaTeX o MathML. UMCL (Universal Maths
Conversión Library) [11℄ reada por IGroupUMA es una librería que enapsula varios
tradutores y permite la traduión desde Latex y MathML a notaión Braille en formato
Nemeth, Marburg, Franés, Inglés, italiano y vie versa.
1.2.2. Proyetos destinados a la integraión de niños invidentes en entros
eduativos
Existen algunos proyetos que tratan de failitar espeíamente la olaboraíón entre alum-
nos invidentes on profesores y el resto de alumnos.
El proyeto Vikie (Visually Impaired Children Kit for Inlusive Eduation) [12℄ inluye
una interfaz uniada que utiliza 3 vistas de un mismo doumento. Una para alumnos
invidentes y que utiliza dispositivos Braille espeíos, otra utilizando una representaión
gráa útil para profesores y una última adaptada para los alumnos on visión parial
que inluye olores y fuentes ajustables. Este proyeto utiliza MathML para representar
fórmulas matemátias y MMBT (Multi-Language Mathematial Braille Translator) para
realizar la onversión a Braille. El proyeto permite que un alumno introduza una fórmula
utilizando Braille y que el profesor pueda ver la traduión en MathML.
El proyeto MAWEN (Mathematial Work Environment) [13℄ requiere la sinronizaión
de dos representaiones, una dediada a los alumnos invidentes que utiliza Braille y otra
gráa destinada a los profesores. MAWEN está pensado para trabajar on doumentos
que inluyen texto y fórmulas matemátias utilizando ualquier odiaión Braille sopor-
tada por la librería UMCL. Está diseñado para representar simultáneamente el ontenido
matemátio en Braille y su representaión visual en MathML, permitiendo editar este
ontenido mientras la representaión persiste y ayudando al alumno en la representaión
de ontenido matemátio.
El proyeto LAMBDA [14℄ (Linear Aess to Mathemathis for Braille Devie and Audio-
synthesis) es un sistema de esritura y letura diseñado para estudiantes invidentes. Consta
de un editor que puede ser utilizado por el estudiante permitiéndole introduir y editar
expresiones matemátias de forma senilla. Para evitar las distintas notaiones Braille
propias de ada país dene el LAMBDA ode, un sistema de etiquetas para representar
expresiones matemátias de forma lineal. La salida se produe utilizando síntesis de voz,
odiaión Braille espeial de 8 puntos o representaión visual en MathML.
1.3. Desripión del método utilizado
El problema de la traduión de textos esritos en Braille puede dividirse en dos fases. La
primera de ellas parte de una imagen previamente esaneada on ontenido Braille matemátio
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y genera un doumento de texto on los arateres reonoidos en la imagen. Por tanto estamos
hablando de un problema de visión por omputador.
La segunda fase, se enarga de interpretar los arateres previamente reonoidos utilizando
para ello un analizador sintátio. Esta fase debe ontemplar la posible existenia de errores
en el doumento, que pueden ser provoados por el reonoimiento inorreto de los arateres
en la etapa anterior o bien por un fallo del alumno a la hora de esribir el doumento on la
máquina Perkins.
1.3.1. Primera fase: OBR
El OCR (Optial Charater Reognition) onsiste en el reonoimiento de los arateres de
la imagen que se rea al esanear un doumento de texto. Un sistema OCR permite a un usuario
modiar un texto esaneado, ya que reonoe ada uno de los arateres del doumento original
en papel. De la misma idea parten los OBR (Optial Braille reognition), que son un tipo de
OCR pero que permiten identiar arateres del alfabeto Braille. Existen iertas diferenias
entre un OBR y un OCR debido a la naturaleza de los doumentos on los que tratan ada
uno de estos sistemas. Por ejemplo, un OBR no debe preouparse por el tamaño de la fuente
utilizada en la reaión de un doumento, ya que la aparienia de los arateres Braille es siempre
la misma, además, los arateres Braille siempre están formados por seis puntos distribuidos en
una matriz de tres las y dos olumnas. Otra diferenia es que un OBR no parte de un texto
impreso omo un OCR, sinó de la imagen resultante de esanear un doumento on el relieve
de los arateres Braille, así que la imagen a tratar onsiste en las sombras provoadas por los
puntos perforados en la matriz Braille.
1.3.2. Segunda fase: analizador sintátio
Debido al ontenido matemátio de los doumentos Braille a traduir, podemos utilizar un
Parser (analizador sintátio) que dena los operadores matemátios más omunes y que failite
la interpretaión de las matemátias esritas en Braille. El analizador sintátio, omprueba
si una seuenia de símbolos perteneen al lenguaje generado por una gramátia. Un mismo
aráter Braille puede ser interpretado de distinta manera dependiendo del ontexto en el que
se enuentre. Por ejemplo: se utilizan los mismos símbolos Braille para representar dígitos y
letras. La utilizaión del Parser nos permite deidir en ada momento el aráter orreto según
el ontexto en el que se enuentre éste. Un problema a onsiderar es la existenia de errores en
doumentos esritos inorretamente (los alumnos pueden haber ometido fallos de esritura) el
intérprete debe ser apaz de enontrar dihos errores, señalarlos y ontinuar on el proeso de
traduión normalmente.
Esta memoria se entra exlusivamente en la expliaión de la resoluión de este punto: ómo
interpretar un doumento Braille de ontenido matemátio. El analizador sintátio parte de un
doumento reonoido por un OBR y devuelve su traduión esrita en tinta.
1.3.3. Estrutura de la memoria
Esta memoria se divide en uatro apítulos estruturados de la siguiente manera:
El apítulo 1 introdue el problema que tratamos de resolver y explia los beneios y la nee-
sidad de un intérprete de ontenido matemátio en Braille.
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El apítulo 2 expone el origen y funionamiento del sistema Braille. Explia la odiaión de
texto y matemátias en Braille, omentando ada uno de los operadores que más tarde serán
inorporados a la gramátia que permite la interpretaión de doumentos.
El apítulo 3 desribe el proeso ompleto utilizado en la interpretaión de un doumento Braille
y explia ada una de las fases que intervienen en la traduión de un doumento: el reono-
imiento de arateres y su interpretaión. En este apítulo se desribe on detalle el proeso
de reaión de un analizador sintátio mediante una gramátia que permite interpretar tanto
texto omo matemátias Braille.
El apítulo 4 muestra los resultados obtenidos al traduir imágenes de ejemplo utilizando el
analizador sintátio desarrollado.
Por último, el apítulo 5 expone las onlusiones nales y el trabajo futuro.
1.3.4. Objetivos y planiaión
En esta seión se explian los objetivos del proyeto y la planiaión estableida para
alanzarlos. Veremos omo la planiaión iniial, que estaba pensada para llevarse a abo en
un año aadémio, se debe ampliar debido a una serie de nuevas espeiaiones neesarias sobre
el proyeto iniial que se detetan durante la implementaión del mismo. Por tanto, la realizaión
del intérprete de Braille se ha dividido en dos grandes fases delimitadas por la ampliaión de
los objetivos iniiales y de la funionalidad del intérprete desarrollado.
En la primera fase, mostrada en la planiaión de la gura 1.2a, el objetivo del proyeto
onsistía en onstruir un parser que permitiera la interpretaión de matemátias y texto en do-
umentos esritos en Braille. El parser a desarrollar tendría omo entrada un hero XML on
la deniión de una imagen Braille y omo salida la interpretaión de los arateres odiados.
Para poder denir las espeiaiones iniiales del problema a soluionar, se ontaba on una
serie de doumentos Braille esritos por niños utilizando una máquina Perkins. La traduión
de estos doumentos nos proporionó una relaión del onjunto de operadores matemátios uti-
lizados por los alumnos y del tipo de expresiones matemátias que el parser debería ser apaz
de traduir. Una vez realizado el análisis iniial, la implementaión requería denir una gramá-
tia para la interpretaión de los operadores Braille utilizados en los doumentos y la reaión
de un proyeto en Visual C++ que odiara diha gramátia utilizando el lenguaje C++. La
planiaión mostrada en la gura 1.2a además de espeiar el tiempo requerido para ada de
una de esas tareas, muestra el tiempo planiado para la realizaión de esta memoria y para la
fase de test de la apliaión.
En esta fase de test, se utilizó un número mayor de imágenes al usado en el análisis iniial y
se detetó que la gramátia planteada iniialmente era limitada y que existía un número impor-
tante de doumentos que no podían ser reonoidos mediante el parser implementado. Además,
la presenia de errores sintátios en los doumentos provoaba que el análisis del mismo no
nalizara orretamente. Con el tiempo disponible no era viable la realizaión de un nuevo aná-
lisis e implementaión, por lo que se aaba deniendo una segunda fase del proyeto y una nueva
planiaión (gura 1.2b).
En esta segunda fase se realiza un nuevo análisis para mejorar la apliaión desarrollada
iniialmente. El objetivo es inrementar el número de doumentos de ejemplo que pueden ser
8
(a) Planiaión iniial
(b) Planiaión revisada
Figura 1.2: Planiaión del intérprete de texto y matemátias Braille.
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reonoidos orretamente y permitir la traduión ompleta de doumentos aunque éstos on-
tengan errores de tipo sintátio. Al analizar sintátiamente doumentos Braille esritos on
una máquina Perkins es muy omún enontrar símbolos inorretos, estos errores pueden ser
provoados por un reonoimiento inorreto de los arateres o por un error ometido por el
alumno al esribir el doumento. Sin el ontrol de errores del primer parser, la traduión de
un doumento se limitaba al número de líneas hasta enontrar el primer error sintátio. En
el nuevo análisis se tiene en uenta la reaión de un sistema de reuperaión de errores que
permita nalizar el análisis de doumentos aunque éstos sean inorretos sintátiamente. La
nueva planiaión muetra las nuevas tareas a realizar en la implementaión, la mejora de la
gramátia iniial añadiendo nuevos operadores matemátios y la implementaión de un nuevo
proeso llamado preanálisis sintatio. Por otra parte, muestra también el tiempo empleado
en la odiaión de las subrutinas que implementan la reuperaión de errores. Durante esta
memoria se expliará omo estas nuevas espeiaiones implian un ambio profundo en la
apliaión, que inrementará notablemente el número total de horas nal en la realizaión del
proyeto. Todas estas modiaiones sobre el trabajo iniial haen neesarios unos nuevos tests
para la apliaión que se ven reejados en la planiaión al igual que la atualizaión de la
doumentaión del proyeto.
Para el ómputo del número total de horas de realizaión del proyeto se tiene en uenta una
dediaión semanal aproximada de 8 horas en la primera fase del proyeto que suman un total de
226 horas. En la segunda fase el tiempo dediado semanalmente es inferior, aproximadamente 5
horas semanales que se traduen en 150 horas destinadas al diseño de los nuevos requerimientos.
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Capítulo 2
El lenguaje Braille
El origen de la esritura en relieve se remonta al siglo XIII uando Al-Imam Al-Amadi
empezó a utilizar arateres tátiles para la letura. Al-Amadi vendía libros en Arabia y al
ser invidente neesitó desarrollar un sistema propio de arateres en relieve para reonoer los
libros y sus preios. Un siglo más tarde, un erudito árabe, Zain-Din Al Amidi, profesor de
la madraza (esuela oránia) Moustanzarieh de Bagdad, empleaba un proedimiento pareido
para identiar las obras de su valiosa bibliotea y marar ierta informaión, sobretodo el preio
de los libros. Ajustaba trozos de no papel para formar las letras o los números, que pegaba en
el interior de la tapa.
En 1808, Charles Barbier (1767-1841), un apitán de artillería de Luis XVIII, reó lo que
denominó esritura noturna. La idea del sistema era permitir que en la osuridad los soldados
pudiesen omuniarse en las trinheras sin tener que hablar o emplear luz delatando su posiión.
En su versión lásia, el ódigo del Barbier omprende 36 sonidos repartidos en una tabla de
6 olumnas, ada una de las uales se divide en 6 asillas. Cada sonido puede representarse a
través de 2 ifras, la primera india el número de la línea, la segunda el número de la olumna.
En versión noturna, esta sonografía es representada no por ifras, sino por puntos en relieve
dispuestos en 2 olumnas de 6 puntos ada una (gura 2.1). El número de puntos de la izquierda
india el número de la línea y el número de puntos de dereha nos informa del de la olumna. Sin
embargo, la sonografía de Barbier tenía algunos problemas importantes: representaba sonidos
y no letras, se trataba de un ódigo basado en el sonido del lenguaje, no tenía en uenta para
nada la ortografía, ni tampoo preveía la realizaión de operaiones matemátias o la esritura
de partituras musiales. Aunque sus dos prinipales fallos eran el número demasiado elevado de
puntos y la forma de aeso a los diferentes sonidos, que impidían una letura tátil rápida.
Louis Braille naió el 4 de enero de 1809 (1809-1852), en Coupvray, era de París. Quedó
iego por un aidente a los 3 años, en 1818 fue enviado a la Esuela para Ciegos de París, reada
por Valentin Hauy, hizo rápidos progresos en todos sus estudios, espeialmente en la ienia y
la músia. En 1828, se hizo profesor del Instituto en el que se eduó y empezó a desarrollar una
idea, hallar un sistema que permitiera a un invidente leer y esribir en relieve, modiando la
idea iniial de Charles Barbier. La virtud del sistema braille fue su senillez y manejabilidad:
6 puntos, diseñados para ser reonoidos a través del tato, y que permiten 63 ombinaiones
diferentes, que inluyen tanto las letras del alfabeto omo los números, los signos de puntuaión,
et.
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Figura 2.1: Tabla de la sonografía Barbier. Los puntos negros representan las partes en relieve
de la matriz de doe puntos. Para ada sonido, el número de puntos de la izquierda orresponde
al número de la línea, el número de puntos de dereha al número de la olumna.
2.1. Codiaión Braille
El sistema Braille se basa en la distribuión de 6 puntos en una elda o ajetín Braille (Fi-
gura 2.2a), uya forma y tamaño son estables y universales. El tamaño de ada punto Braille
osila entre 0,381 y 0,508 milímetros, on una distania entre sí de 2,28 milímetros si perteneen
a la misma eldilla. La distania horizontal entre eldillas es de 6,35 milímetros y la vertial
entre líneas es de 10,16 milímetros. Louis Braille numeró las posiiones de los puntos dentro del
ajetín: de arriba haia abajo 1-2-3 al lado izquierdo y 4-5-6 al lado dereho. La ombinaión
de estos puntos, es deir, aquellos que apareen en relieve en ada ajetín, formarán ada letra
o signo espeío. En ada ajetín se puede formar una sola letra.
Lo más freuente en la letura Braille es que se realie on el dedo índie, el ual se desliza
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(a) (b)
Figura 2.2: (a) Cajetín Braille, (b) Libro Braille
sobre los signos Braille, on la presión neesaria para una óptima perepión ( Figura 2.2b).
Durante la letura, los dedos realizan tres tipos de movimientos: horizontales, vertiales y de
presión. Del mismo modo, las manos deben desplazarse en una línea de izquierda a dereha.
Generalmente la mano dereha pratiará la letura y la izquierda debe seguirla y apoyarla al
nalizar la línea de letura y bajar al próximo renglón.
La esritura Braille puede realizarse on un instrumento llamado 'regleta' ( Figura 2.3a). Consta
de tres partes (tabla, regleta y punzón) o de dos partes (regleta y punzón). La regleta puede
ser metália o de plástio. Posee un extremo abierto y el otro on bisagra que permite abrir
y errar. La hoja superior tiene unas oberturas llamadas ajetines y la hoja inferior ontiene
puntos en bajo relieve que guiarán la esritura Braille.
(a) (b) ()
Figura 2.3: (a) Regleta (b) Máquina Perkins () Pulsaiones letra 'g' en máq. Perkins
El punzón suele ser de madera o plástio on punta de metal. Para esribir, se oloa la
regleta on la apertura haia el lado dereho, se abren las hojas metálias de la regleta y se
pone el papel enima de la hoja inferior. Se ierra la hoja superior y se presiona para jar el
papel. Cada ajetín de la regleta orresponde a un ajetín Braille. Con el punzón se presionan los
puntos adeuados para formar la letra deseada de dereha a izquierda, presionando los puntos en
posiión inversa que en la letura. La máquina Perkins ( Figura 2.2b y Figura 2.2) reprodue las
letras sobre el papel tal omo se leen. La persona puede leer y orregir inmediatamente lo esrito.
Para formar ada letra se deben presionar de forma simultanea los puntos que la onstituyen.
En la gura 2.4 vemos la odiaión Braille utilizada en astellano.
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Tinta Braille Tinta Braille Tinta Braille Tinta Braille
a b 1 2
 d 3 4
e f 5 6
g h 7 8
i j 9 0
k l
m n
ñ o
p q
r s
t u
v w
x y
z
Figura 2.4: Alfabeto Braille
2.2. Codiaión matemátia Braille
Cada una de las odiaiones Braille utilizadas en los distintos idiomas tiene su propia
notaión matemátia, en esta seión haremos una introduión a la notaión matemátia uti-
lizada en la odiaión Braille en astellano y atalán. Los operadores matemátios que serán
expliados a ontinuaión son una pequeña muestra de las matemátias que pueden llegar a ser
representadas utilizando Braille y que permiten representar todo tipo de expresiones matemá-
tias omo por ejemplo álulo integral, límites, suesiones, álgebra, teoría de onjuntos, lógia
simbólia et. El subonjunto de operadores que se explian a ontinuaión son los utilizados
en los doumentos Braille analizados y esritos utilizando una máquina Perkins por alumnos
del Centro de Reursos Eduativos Joan Amades. Para una expliaión en mayor detalle de las
matemátias en Braille onsultar la referenia [15℄.
2.2.1. Representaión de números enteros y deimales
Braille intenta reduir el número de arateres de su alfabeto para failitar tanto la letura
omo la esritura. En la representaión de números se utilizan los mismos símbolos que en
la representaión de letras. La presenia del símbolo lave ( ) mantiene el valor de número
mientras no se advierta de su desativaión, omo ourría por ejemplo al enontrar un operador
matemátio. En general, el valor de onversión de letras a números sólo se transmite a través
de:
Las diez primeras letras del abeedario (a-j) que orresponderán a los valores numérios
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(1-0)
El punto de separaión en grupos de tres ifras.
La oma deimal. También puede representar el iniio del periodo en un número deimal.
2.2.2. Operadores matemátios
2.2.2.1. Operaiones Aritmétias
Entendemos por operaiones aritmétias la suma, resta, multipliaión y división. En la
gura 2.5 vemos la representaión en Braille para ada uno de estos operadores. Mientras que
la suma y la resta son representadas on un únio símbolo, la multipliaión y división admiten
distintas representaiones aunque las más utilizadas son las que apareen en primer lugar en la
gura. Tanto la multipliaión utilizada en aritmétia omo la utilizada en álgebra (en forma
de punto) se representan en Braille utilizando un mismo símbolo.
Operaión Notaión tinta Notaión Braille
Suma +
Resta -
Multipliaión ×
.
División ÷
:
/
Figura 2.5: Operaiones aritmétias
2.2.2.2. Representaión de fraiones en forma simpliada
Además de los tres símbolos Braille que odian la división y que no tienen ninguna restri-
ión, existe una uarta representaión en la representaión de fraiones que es la más utilizada
al ser simpliada y que sólo se puede utilizar on "fraiones numérias enteras de denominador
positivo". En el aso de expresiones numérias, las representaiones que utilizan los signos (
, ) son didatiamente desaonsejables.
La división en su forma simpliada sigue las siguientes normas:
Sólo aparee el signo de numero ( ) al omienzo de la expresión, exepto si el numerador
viene preedido de signo (+ , -) en uyo aso preederán al símbolo de número.
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14
+
2
4
+
3
4
Figura 2.6: División simpliada
El numerador (dividendo) se esribe a ontinuaión del signo de número y desplazado a la
parte inferior de la elda braille también denominada parte baja. Esto es sólo posible on
fraiones numérias ya que los dígitos (0..9) oupan la parte alta de la elda braille.
El denominador (divisor) se esribe a ontinuaión SIN SIGNO DE NUMERO y oupando
la parte alta de la elda Braille.
Dígitos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Parte alta
Parte baja
Figura 2.7: Dígitos representados en la parte alta y baja de la elda Braille
De esta manera, desplazar los símbolos orrespondientes al numerador a su parte baja per-
mite difereniar numerador de denominador y presindir de signo (Figura 2.6).
2.2.2.3. Paréntesis auxiliar en Braille
Cuando en una expresión matemátia un operando se enuentra sometido a distintas ope-
raiones, existe un orden espeío en el que realizar estas operaiones, esto normalmente se
onsigue mediante:
La propia prioridad de las operaiones: potenia y raíz, multipliaión y división, suma y
resta.
El uso de paréntesis que dan prioridad a las expresiones que enierran.
Además de la prioridad de los operadores y del uso de paréntesis, en tinta podemos uniar
expresiones mediante la situaión espaial de las mismas. Es deir, la situaión o oloaión
de una expresión respeto al resto agrupa todos los operandos de esa expresión. Sin embargo,
la linealidad propia de Braille obliga a la utilizaión de un paréntesis espeío de Braille o
paréntesis auxiliar ( ) que permitirá representar este tipo de uniaión.
El paréntesis espeío o auxiliar de Braille ayuda a distinguir:
Numerador o denominador muy omplejos, uniados por la barra de fraión. (gura
2.9).
La expresión radiando, uniada por la obertura que le ofree el trazo horizontal del
signo raíz (gura 2.8).
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Exponentes o superíndies y subíndies; uniados/difereniados por su desplazamiento
respeto del nivel ordinario de esritura (gura 2.10).
El índie de una raíz; difereniado/uniado por su emplazamiento sobre el ángulo del
signo de raíz ( gura 2.8).
n+1
√
x+ 1 √
n + 1
√
( x + 1 )
Figura 2.8: Uso de paréntesis invisibles para distinguir el radiando en raíes de ualquier índie.
a +
b
c
d
e
+ f
( a + b /  ) / ( d / e + f )
Figura 2.9: Uso de paréntesis invisibles en fraiones
an+1
x+1
a ∨ ( n + 1 ) ∧ ( x + 1 )
Figura 2.10: Uso de paréntesis invisibles on superíndies y subíndies.
2.2.2.4. Raíes
La representaión de raíes implia por una parte la representaión del radiando y por otra
el orden de la raíz. Para indiar una raíz en Braille se utilizan los símbolos ( y ). Entre el
primero y el segundo de estos símbolos se espeia el orden de la raíz tal y omo vemos en la
gura 2.11. En tinta, el signo radial 'enierra bidimensionalmente al radiando', bien por su
trazo horizontal o por su parte iniial vertial. En Braille, úniamente al tener omo radiando
una expresión muy ompleja se utilizarán los paréntesis invisibles ( y ) que permiten agrupar
a los símbolos que la forman.
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n+1
√
x √
n + 1
√
x
Figura 2.11: Ejemplo de raíz.
2.2.2.5. Índies
a)(a + b+ c)2
( a + b +  ) ∧ 2
b) x1 + x2 + x3
x ∨ 1 + x ∨ 2 + x ∨ 3
) x21 + x
4
2
x ∨ 1 ∧ 2 + x ∨ 2 ∧ 4
Figura 2.12: (a) Ejemplo de expresión on superíndies. (b) Ejemplo de expresión on subíndies.
() Uso de superíndies y subíndies en una misma expresión.
Los índies son grupos de símbolos situados en algún lugar alrededor de una expresión base.
En el aso de índies que oupan la posiión superior a la dereha de la expresión base hablamos
de superíndies mientras que si oupan la parte inferior dereha hablamos de subíndies (gura
2.12). Se utiliza el símbolo ( ) para indiar que la siguiente expresión atúa omo exponente
o superíndie (gura 2.12a). De la misma manera, se utiliza el signo ( ) para representar la
presenia de un subíndie (gura 2.12b).
En el aso de una expresión base que ontenga subíndie y superíndie, primero se repre-
sentarán por onvenio los subíndies seguidos de los superíndies. En la gura 2.12 denimos
primero la expresión base, seguida del subíndie y superíndie para ada uno de los términos de
la expresión.
2.2.3. Operaiones on enteros, esritura posiional
Los algoritmos tradiionales para la resoluión de operaiones aritmétias se basan de forma
esenial en la desomposiión polinómia de un número en base 10, es deir la esritura posiio-
nal (gura 2.13).
Mediante la esritura posiional failitamos:
a) Simpliar álulos omplejos en álulos elementales.
b) Permitir la omprobaión y el repaso de operaiones detetando rápidamente errores.
) Transformar la mayoría de las reglas del algoritmo en esquemas y órdenes espaiales simples,
fáiles de asimilar y jar.
Aunque mediante la utilizaión de la máquina Perkins se haen posibles estos objetivos, en
Braille existen algunas limitaiones (esasez, homogeneidad de símbolos y limitaión de la ex-
ploraión mediante el táto) que haen que se simplique la notaión Braille uando se utilizan
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Figura 2.13: Ejemplos de multipliaión y división mediante esritura posiional tanto en tinta
omo en Braille.
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este tipo de algoritmos.
Éstas son las medidas que se aplian para simpliar la esritura posiional en Braille:
1. Se omite el signo predeesor de número ( ) ya que se presupone la ondiión de antidad por
el ontexto aritmétio en el que ya nos enontramos.
2. No se espeia el signo de operaión. Nos apoyamos de nuevo en razones ontextuales,
para evitar onfusiones entre signo de operaión (posiión baja) y ifra (posiión alta), aunque
estuvieran separados por espaio en blano.
3. Las habituales líneas de separaión en tinta se sustituyen por líneas en blano, eliminando
elementos superuos y ahorrando tiempo en la onfeión de los resultados.
4. Se onserva esenialmente la onguraión espaial de la expresión en tinta, exepto en la
división, en la que el oiente se esribe progresivamente en olumna, ver gura (2.13).
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Capítulo 3
Sistema general
El proyeto se puede dividir en dos grandes módulos. La primera parte (gura 3.1a) se
enarga de reonoer los arateres existentes en la imagen del doumento Braille esaneado y
generar un doumento XML on la informaión de los arateres reonoidos. Por tanto estamos
hablando de un problema de visión por omputador, de reonoimiento de imágenes.
El segundo bloque (gura 3.1b), parte del doumento XML generado en el módulo anterior,
interpretándolo y generando un nuevo doumento en formato MathML on la interpretaión
denitiva. Neesita por tanto un analizador sintátio o Parser que se enarga de interpretar el
doumento XML iniial. Esta memoria explia el desarrollo de ese segundo módulo, la reaión
de un analizador sintátio que reonoe ontenido matemátio y texto en un doumento Braille.
(a)
(b)
Figura 3.1: (a) Proeso de reonoimiento de arateres Braille por el OBR (Optial Braille
reognition) (b) Proeso de interpretaión y traduión de los arateres Braille reonoidos
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3.1. Reonoedor de esritos Braille
En este apítulo veremos paso a paso omo funiona el reonoedor de esritos Braille.
Veremos ada uno de los dos prinipales bloques que lo forman, el analizador léxio en primer
lugar y después el analizador sintátio. El analizador léxio se enarga de resolver el problema
del reonoimiento de arateres en la imagen original esaneada mientras que el analizador
sintátio interpreta el signiado de esos arateres en onjunto.
3.2. Analizador léxio: OBR (Optial Braille Reognition)
3.2.1. OBR (Optial Braille Reognition)
El análisis de doumentos es un ampo de la visión por omputador que ombina ténias
de análisis de imágenes y de reonoimiento de textos para el proesado e interpretaión de
doumentos en papel (digitalizados mediante un esáner). El reonoimiento óptio de arate-
res (OCR) onsiste en la onversión automátia de imágenes digitales de doumentos de texto
(adquiridos mediante esáner o ámara digital) a formato eletrónio interpretando el onte-
nido, es deir, reonoiendo los arateres. Existen muhas soluiones OCR, algunas inluídas
on los propios esaners, que permiten esanear doumentos en papel y reonoerlos omo tex-
to. Un sistema OCR permite por tanto evitar a un usuario tener que reesribir un doumento
ya impreso. Un sistema OCR onsta de tres etapas: proesamiento de bajo nivel, segmenta-
ión/deteión de la estrutura del doumento y reonoimiento de arateres o lasiaión.
El proesamiento de bajo nivel onsiste en apliar ténias de proesamiento de imágenes para
la mejora de la imagen digital obtenida a partir del papel (aumento de ontraste, ltrado para
la eliminaión de ruido que diulta el reonoimiento, binarizaión, et.) La segmentaión es
el proeso de separaión de los omponentes que forman la estrutura físia del doumento y
que se estruturarán de manera jerárquia (párrafos, líneas, palabras, arateres). El proeso de
reonoimiento o lasiaión, por último, onsiste en identiar para ada zona de la imagen
que ontiene un elemento que es un aráter, a qué lase pertenee, es deir, de qué aráter se
trata. Este proeso onsiste en omparar un onjunto de araterístias extraídas de la imagen
on unos patrones o modelos previamente aprendidos en una base de datos de onsulta. Aunque
el reonoimiento óptio de arateres es un problema ya resuelto aun hay puntos que mejo-
rar omo el reonoimiento omnifuente, es deir, OCRs que sean apaes de reonoer textos
imprimidos on ualquier tipografía, o bien el reonoimiento de doumentos esritos a mano.
El reonoimiento de esritura Braille OBR (Optial Braille reognition), no es mas que un
tipo de OCR. Presenta dos diferenias prinipalmente respeto los OCR lásios. En primer
lugar, el texto a reonoer no está impreso sino que está formado por el relieve que produen
en el papel las perforaiones hehas por la máquina que imprime Braille o bien por el punzón
utilizado en la esritura manual. La segunda diferenia es la tipografía. No tenemos una tipo-
grafía formada por un onjunto de símbolos (letras, números o símbolos espeiales) sino que los
arateres se forman a partir de una matriz de seis puntos distribuidos en una matriz de dos
olumnas y tres las. La odiaión de ada aráter se establee en base a las perforaiones
de estos puntos. Según esto, la segmentaión de los arateres en la imagen digital se hará en
base a la deteión de puntos que visualmente se apreian omo pequeñas sombras provoadas
por el relieve de la perforaión. En uanto al reonoimiento, una vez identiada la posiión
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de ada aráter, onsistirá en lasiar las ombinaiones de seis puntos según si están ativos
(perforados) o no (no perforados) respeto a los patrones de referenia. Existen diversos trabajos
relaionados on la letura de Braille mediante ténias de proesamiento de imágenes.
3.2.2. Analizador léxio
En el proeso de ompilaión del ódigo fuente de ualquier programa, una de las fases
fundamentales es el análisis léxio. La funión prinipal del análisis léxio onsiste en leer los
arateres de entrada del ódigo fuente y elaborar una salida formada por símbolos o tokens. Por
tanto, estos símbolos estarán formados por uno o más arateres que juntos tienen un signiado
propio dentro del lenguaje de programaión. En la mayoría de lenguajes de programaión, se
onsideran símbolos o tokens a los identiadores, palabras reservadas, operadores, onstantes
y signos de puntuaión omo los paréntesis, la oma y el punto y oma. En el ejemplo de la
gura 3.2 vemos el reonoimiento de tokens realizado por un analizador léxio para una funión
llamada par(). En la gura se puede observar omo el analizador léxio reonoe algunas palabras
reservadas omo (int, if, else, return, paréntesis, llaves), Identiadores omo el propio nombre
de la funión o los parámetros que reibe.
Durante el análisis léxio, el reonoimiento de algunos de estos tokens puede resultar sen-
illo, omo pasaría on las palabras reservadas (int, if, else, return, paréntesis, llaves) ya que
sabemos que los arateres que deben ser enontrados durante el análisis, son los que deletrean
ada una de estas palabras reservadas. Sin embargo, el reonoimiento de tokens más omplejos,
neesita la utilizaión de expresiones regulares para su reonoimiento.
Por ejemplo, si suponemos que los identiadores de la gura 3.2 se denen omo una letra se-
guida de 0 o más letras y dígitos, neesitaríamos denir una expresión regular omo la siguiente
para el reonoimiento de estos identiadores:
letra (letra | dígito)*
En esta expresión regular, la barra vertial signia ”o”, los paréntesis se usan para agrupar
subexpresiones, el asteriso signia ”ero o más asos” de la expresión entre paréntesis, y la
unión entre letra y el resto de la expresión entre paréntesis india onatenaión.
Normalmente, la implementaión nal del analizador léxio aaban siendo una serie de sub-
rutinas que son llamadas desde el analizador sintátio para obtener los tokens siguientes tal y
omo se muestra en la gura 3.3. De esta manera, la omuniaión entre el analizador léxio y el
sintátio es onstante. El analizador sintátio le pide al analizador léxio el siguiente token y
el analizador sintátio utiliza este token para apliar la orrespondiente regla de su gramátia.
Este proedimiento se verá en detalle en la siguiente seión en la que se expliará en el análisis
sintátio.
Hasta aquí hemos visto omo funiona un analizador léxio que partiiona el ódigo fuente
de un programa reonoiendo los símbolos o tokens.
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(a)
(b)
Figura 3.2: (a) Seuenia de arateres de entrada (b) Reonoimiento de símbolos o tokens a
partir de la seuenia de entrada
Figura 3.3: Interaión del analizador léxio on el analizador sintátio.
El aso del reonoedor de matemátias Braille es diferente ya que partimos de una imagen
esaneada y no del ódigo fuente esrito en un lenguaje de programaión. Aquí, el problema
prinipal a nivel léxio onsiste en reonoer los símbolos Braille dentro de la imagen previa-
mente esaneada. Por tanto, en nuestro aso en partiular, la funión de analizador léxio la está
realizando el propio OBR generando ada uno de los tokens o símbolos Braille. Será el analizador
sintátio el enargado de realizar los proesos de interpretaión y de traduión de ada uno
de estos tokens en fases posteriores. Este analizador sintátio, que será expliado en detalle en
la seión 3.3, reibe omo entrada un hero XML (The Extensible Markup Language) que
genera el propio OBR on la desripión de ada uno de los arateres Braille reonoidos.
A ontinuaión desribiremos el hero XML que permite la omuniaión entre el OBR
y el analizador sintátio. El hero XML ontiene la desripión de ada una de las páginas
esaneadas, líneas y arateres. Su estrutura nos espeia qué arateres ontiene ada una
de las líneas, posiión de estos arateres dentro de la línea e informaión sobre el autor del
doumento. A ontinuaión tenemos una lista de los diferentes tags o etiquetas que permiten
denir una página braille ompletamente en XML.
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Etiquetas XML utilizadas en la desripión de un doumento Braille:
<PAGINA>: El hero XML puede ontener la desripión de más de una imagen es-
aneada, se utiliza una etiqueta página para agrupar todos los arateres que apareen
en ada una de las imágenes. Una etiqueta <pagina>ontiene múltiples etiquetas de tipo
<la>. Una etiqueta página uenta on una serie de atributos que desriben la página:
• DATA: Feha del doumento esaneado.
• ALUMNE: Nombre del alumno que realizó el doumento.
• NUMLINIES: Número total de las del doumento.
• NUMPIXELS_X,NUMPIXELS_Y: Tamaño de la imagen en píxeles.
• DH, DV: Distania horizontal y vertial en píxeles entre los puntos de una misma
elda Braille. Un doumento Braille puede haberse esaneado on distinta resolu-
ión. Por eso la distania entre los puntos de una elda Braille puede ambiar de un
doumento a otro.
• DISTINT: Este atributo india la distania en píxeles entre dos arateres Braille.
<FILA>: Una etiqueta <la> del hero XML se utiliza para desribir ada una de las
líneas del doumento Braille. Una etiqueta <la> ontiene múltiples etiquetas <arater>
para ada uno de los arateres que forman la la. Una <la> tiene una serie de atributos
NL, NC, XS, YS, XI, YI que desriben el tamaño y el ontenido de la la. El atributo NL
india el número de la que estamos odiando. NC el número de arateres que tiene la
la. Los atributos (XS,YS) y (XI,YI) son las oordenadas en pixeles de la esquina superior
izquierda y de la esquina inferior dereha del retángulo que ontiene todos los arateres
de la la.
<CARACTER>: Una etiqueta de tipo aráter desribe en formato binario ada uno de
los arateres Braille reonoidos por el analizador léxio. La odiaión binaria utiliza
6 bits (0,1) para representar ada uno de los puntos de una elda Braille. Además ada
aráter tiene un atributo 'POSX' on el valor del desplazamiento horizontal (en píxeles)
respeto al margen izquierdo del doumento.
La desripión de los bits de estos arateres se realiza en el mismo orden utilizado para
numerar los puntos en el ajetín braille (Figura 3.4).
Por ejemplo, el aráter braille ( ) utilizado para representar la suma (+) se representaría
dentro de un tag aráter de la siguiente forma:
<CARACTER POSX='105'>011010</CARACTER>
En la gura 3.7 tenemos un ejemplo del hero XML generado por el analizador léxio y
que orresponde a la imagen Braille de la gura 3.6 reada utilizando una máquina Perkins . El
reuadro en esta imagen representa la expresion de la gura 3.5.
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Figura 3.4: Cajetín o elda Braille
(54 · 52 · 53)
58
=
Figura 3.5: Expresión en tinta
3.3. Analizador sintátio
Existen muhas diferenias entre la interpretaión de doumentos on texto Braille únia-
mente y la interpretaión de doumentos on ontenido matemátio en Braille. A ontinuaión
expliaremos las diferenias que haen neesaria la utilizaión de un analizador sintátio o par-
ser en la interpretaión de doumentos on ontenido matemátio.
Cuando tratamos de reonoer texto Braille, una vez reonoidos los arateres mediante
el OBR o analizador léxio, la traduión de texto Braille a tinta es un problema fáil de
soluionar. Simplemente basta on reorrer ada uno de los arateres del doumento Braille
y haer una traduión direta de estos arateres a nuestro alfabeto, utilizando para ello una
tabla de traduión on las posibles traduiones de un aráter Braille.
Por ejemplo, en la tabla de traduión de la gura 3.8 vemos la diferente interpretaión de
un mismo aráter Braille en atalán o astellano. Al traduir un doumento en astellano que
ontenga el aráter ( ) nos dirigiremos a la primera y segunda olumna de la tabla para reu-
perar los valores (Á y á) mientras que si traduimos un doumento en atalán nos dirigiremos
a la terera y a la uarta olumna para reuperar (À o à). En esta tabla vemos que la represen-
taión de un aráter es igual en mayúsulas y minúsulas. En Braille, la presenia del símbolo
( ) delante de una letra implia la representaión del aráter en mayúsulas, por eso tendría-
mos que guardar en la tabla de traduión los arateres en su representaión en mayúsulas
y en minúsulas. En la gura 3.9 podemos ver un ejemplo de traduión direta de un texto
Braille a astellano utilizando una tabla simple de traduión omo la mostrada en la gura 2.4.
Sin embargo, la interpretaión de matemátias en Braille no es direta. A ontinuaión enu-
meramos una serie de problemas que requieren la utilizaión de un analizador sintátio para
ser soluionados. En la Figura 3.10 se interpreta la expresión
b+1
√
a+ 2, una de las razones que
requieren la utilizaión de un analizador sintátio para su orreta interpretaión es la nota-
ión utilizada para representar la raíz. En tinta, al representar una raíz utilizamos un símbolo
araterístio que mediante su trazo horizontal enmara los operandos y expresiones a los que
afeta. Sin embargo en Braille, debido a la representaión matriial de los arateres en las y
olumnas, no podemos representar este trazo horizontal y neesitamos una serie de símbolos que
nos ayuden a representarlo. Por una parte el índie de la raíz estará situado entre dos símbolos
( ) y ( ). Por otra, para representar la base de la raíz neesitamos los dos paréntesis invisibles
( ) y ( ) propios de Braille y que fueron expliados en la seión 2.2.2.3. Estos paréntesis se
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Figura 3.6: Representaión de la expresión
(54 · 52 · 53)
58
= esrita en Braille utilizando una
maquina PERKINS.
utilizan para agrupar elementos en Braille que forman expresiones omplejas, en tinta no son
neesarios y no deben traduirse omo los paréntesis visibles utilizados omúnmente en matemá-
tias. Además de la representaión de la raíz, en la traduión de la gura 3.10 deberíamos tener
en uenta la diferente interpretaión de un aráter Braille. En esta traduión se observa ómo
el mismo símbolo ( ) se utiliza tanto para expresar el número '2' en la base omo el aráter 'b'
en el índie. Sin embargo, la sola presenia del símbolo ( ) indiador de preedenia de numero
antes del símbolo ( ) ambia la interpretaión del aráter 'b' por la de '2'. Este mismo aso
ourre on el aráter ( ) utilizado para representar tanto el aráter 'a' en la base omo el
número '1' en el índie.
En la gura 3.11 se muestra otro ejemplo de la neesidad de utilizar un analizador sintátio
para la interpretaión de matemátias Braille. El ejemplo muestra el uso de la división Brai-
lle simpliada expliada en la seión 2.2.2.2. Reordemos que este tipo de representaión de
fraiones no utiliza el operador división en ningún momento. Representa los dígitos del nume-
rador de la fraión desplazando los puntos de la elda Braille a su parte baja. El denominador
le sigue a ontinuaión on los puntos de ada uno de los dígitos en su parte alta. Este tipo
de división sería imposible de interpretar utilizando úniamente tablas de traduión ya que
estamos imprimiendo un signo de división que no está en el texto a traduir. Otro motivo pa-
ra utilizar un analizador sintátio son las distintas traduiones que puede tener un mismo
símbolo Braille. Observamos en la gura omo el valor ( ) se utiliza tanto para representar
el valor numério '7' en el denominador de la fraión ómo a la variable 'g'. La presenia del
aráter ( ) delante de los arateres Braille que representan a las letras (a-j) modia su valor
por el de (1-0). Si desplazamos los puntos del aráter braille ( ) a su parte baja, obtenemos
el aráter ( ) que a su vez puede tener dos traduiones distintas dependiendo del ontexto.
Este símbolo se tradue omo el número '7' uando forma parte del numerador de una fra-
ión, ya que los puntos de la elda braille que representan el número '7' se desplazan a la parte
baja. El mismo símbolo tal y omo se ve en la gura representa también la igualdad matemátia.
La utilizaión de un analizador sintátio resuelve otro problema que no es propio de la
interpretaión Braille sino de la orreta interpretaión de la preedenia de los operadores ma-
temátios. Si onsideramos la expresión 2+3/5 podríamos tener dos posibles interpretaiones:
2+(3/5) o (2+3)/5. Al traduir esta expresión de Braille a tinta debemos saber si representar la
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Contenido XML Símbolo Notaión
Braille
<XML version='1.0'>
<PAGINA ALUMNE='GABRIEL' DATA='06-06-09'>
<FILA NL='1' NC='26' XS='40' YS='11' XI='1080' YI='44'>
<CARACTER POSX='40'>110001</CARACTER> (
<CARACTER POSX='80'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='120'>100010</CARACTER> (5 | e)
<CARACTER POSX='160'>100001</CARACTER> Exponenial
<CARACTER POSX='200'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='240'>100110</CARACTER> (4 | d)
<CARACTER POSX='280'>011001</CARACTER> ∗
<CARACTER POSX='320'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='360'>100010</CARACTER> (5 | e)
<CARACTER POSX='400'>100001</CARACTER> Exponenial
<CARACTER POSX='440'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='480'>110000</CARACTER> (2 | b)
<CARACTER POSX='520'>011001</CARACTER> ∗
<CARACTER POSX='560'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='600'>100010</CARACTER> (5 | e)
<CARACTER POSX='640'>100001</CARACTER> Exponenial
<CARACTER POSX='680'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='720'>100100</CARACTER> (3 | )
<CARACTER POSX='760'>001110</CARACTER> )
<CARACTER POSX='800'>010011</CARACTER> /
<CARACTER POSX='840'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='880'>100010</CARACTER> (5 | e)
<CARACTER POSX='920'>100001</CARACTER> Exponenial
<CARACTER POSX='960'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='1000'>110010</CARACTER> (8 | h)
<CARACTER POSX='1040'>011011</CARACTER> =
</FILA>
</PAGINA>
Figura 3.7: Representaión de la expresión matemátia en el hero XML
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Á á À à
Ò ò Ó ó
Figura 3.8: Tabla de traduión de texto Braille on arateres en astellano y atalán.
t e x t o b r a i l l e
Figura 3.9: Traduión de texto Braille a tinta.
primera interpretaión 2 +
3
5
o la segunda
2 + 3
5
. Neesitamos onoer la prioridad de ada uno
de los operadores para saber el orden en el que se deben agrupar los operandos. En aritmétia,
la multipliaión y la división tienen mayor prioridad que la suma y la resta, es por eso que en
este aso la interpretaión orreta sería 2 +
3
5
. Mediante la utilizaión de un analizador sintá-
tio y de la orrespondiente gramátia, resolveremos los problemas de preedenia de operadores.
Además de las razones hasta aquí expliadas, se debe tener en uenta la naturaleza de los
doumentos o imágenes esaneadas. Reordemos que los doumentos interpretados, previamente
han pasado un proeso de reonoimiento mediante un OBR. Este OBR puede haber ometido
errores, reonoiendo arateres inorretamente y por tanto podrían apareer arateres fuera
de ontexto y que no tienen signiado en el lugar del doumento en el que apareen. Además,
los niños pueden haber ometido fallos en la realizaión del doumento utilizando la máqui-
na PERKINS, por lo que puede ser orriente enontrar errores sintátios, olvido de algunos
símbolos neesarios et. Tanto los errores de un tipo omo los de otro deben ser detetados y
reportados para poder seguir on el análisis normal del doumento.
Todos los puntos expliados anteriormente haen que el proeso de interpretaión de las ma-
temátias Braille sea similar a las ténias empleadas por los ompiladores para validar el ódigo
fuente esrito en un lenguaje de programaión. Por tanto reurriremos a éstas ténias, prini-
palmente a la deniión de un analizador sintátio para tratar de interpretar las expresiones
matemátias Braille.
b+1
√
a + 2 √
b + 1
√
( a + 2 )
Figura 3.10: Traduión de una expresión de matemátias Braille a tinta.
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37
+
7
3
= g + c
3 7 + 7 3 = g + 
Figura 3.11: Ejemplo de expresión ompleja en matemátias Braille.
3.3.1. Deniión de gramátia y BNF
3.3.1.1. Gramátia
Un analizador sintátio o Parser se enarga de omprobar si una seuenia de símbolos o
tokens perteneen al lenguaje generado por una gramátia. Reibe omo entrada los tokens que
le entrega el analizador léxio y omprueba si esos tokens van llegando en el orden orreto
(orden denido por la gramátia). Una gramátia dene una espeiaión sintátia preisa
de un lenguaje de programaión. A partir de la deniión de una gramátia se puede onstruir
automátiamente un analizador sintátio eiente que determine si un programa es orreto
desde el punto de vista sintátio.
Una gramátia G es una tupla (T,N,I,P) donde:
T: Representa al onjunto de símbolos terminales. Los terminales son los símbolos básios
que forman nuestras seuenias de símbolos.
N: Representa al onjunto de símbolos no terminales. Los no terminales son variables
sintátias que denotan onjuntos de seuenias.
I ∈ N: símbolo no-terminal iniial.
P: Denen el onjunto de produiones. Las produiones espeian ómo se pueden
ombinar los elementos terminales y no terminales para formar seuenias. Una produión
se representa omo un elemento no terminal, seguido por una eha y ontinuaión una
seuenia de elementos terminales y no terminales.
⇒ ∗
G
denotamos ero o más pasos de derivaión.
αβϕ ⇒ αδϕ es un paso de derivaión si β⇒δ ∈ P
El lenguaje L generado por la gramátia G es: L={x ∈ T∗ | I ⇒∗ x}
El lenguaje (L) está formado por todas las posibles seuenias de símbolos terminales (T)
generados a partir del símbolo no terminal iniial (I). Se utilizan las produiones para derivar
del símbolo iniial a los elementos terminales.
En el aso de nuestro analizador sintátio, utilizamos una gramátia que dene un subon-
junto de matemátias en Braille. El analizador sintátio Braille omprueba si la seuenia de
tokens de entrada perteneen al onjunto de las expresiones generables por nuestra gramátia.
Esta gramátia implementa los operadores y la notaión expliada en la seión 2.2, odiaión
matemátia Braille.
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3.3.1.2. Notaión BNF
Utilizamos la notaión BNF (Bakus normal form) para denir la gramátia que dene las
matemátias Braille. La notaión BNF permite desribir de una manera formal un lenguaje de
programaión.
Regla BNF:
no terminal::= expresión BNF
Terminal:
- Forma únia: seuenia de arateres que la forma. (ejem: +,-.*,/)
- Forma variable: Nombre que la identia (ejem: Identiador, numero, String, literal)
No Terminal: Identiador entre <>
- Ejem: <expresión>, <instruión>.
Seuenia vaía: λ
Operadores:
-Unión: α | β
-seuenia: αβ
-opional: [α℄ = λ | α
-repetiión: {α} = λ | α | αα | αααα
3.3.1.3. Árbol de análisis sintátio
Un árbol de análisis sintátio reprodue la estrutura de una expresión para una gramátia
denida. En el árbol sintátio vemos el proeso de derivaión desde el símbolo iniial a una
seuenia que pertenee al lenguaje generable por la gramátia.
Si suponemos una produión de tipo A→XYZ, esta produión se representa mediante una
árbol sintátio en el uál el nodo entral aparee etiquetado on el valor terminal A y on tres
nodos hijos X,Y,Z
A

 00
00
X Y Z
Dada una gramátia, un árbol sintátio es un árbol on las siguientes propiedades:
1. La raíz está etiquetada on el símbolo iniial.
2. Cada hoja está etiquetada on un símbolo terminal.
3. Cada nodo interior está etiquetado on un no terminal.
4. Una produión por ejemplo: A → X1,X2....Xn sería representada omo el nodo no terminal
A y X1,X2....Xn las etiquetas de los hijos de ese nodo. Los símbolos X1,X2....Xn podrían ser
tanto elementos terminales omo no terminales.
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A ontinuaión veremos un ejemplo del árbol sintátio que representa la seuenia de a-
rateres: a-b/ para una gramátia dada. Si denimos una gramátia que permite interpretar
las operaiones de suma, resta, multipliaión y division omo:
<expresión>::= <término>('+' | '-') <término>
<término>::= <fator>('*'|'/')<fator
<fator>::= (identiador | numero )
El árbol generado para la expresión a-b/ será el siguiente:
< expresion >
iiii
iiii
ii
SSS
SSS
SSS
< termino > − < termino >
kkk
kkk
kkk
SSS
SSS
SSS
< factor > < factor > / < factor >
identificador(a) identificador(b) identificador(c)
Denimos una gramátia omo ambigua uando tenemos una gramátia que puede repre-
sentar dos o más árboles sintátios distintos para una misma expresión. Este tipo de gramátias
deberían evitar utilizarse en la reaión del analizador sintátio ya que una misma expresión
podría aabar teniendo múltiples signiados. A ontinuaión tenemos un ejemplo de gramátia
ambigua:
<expresion>::= <expresion>(+|-|*|/) <expresion>| numero | identiador
Si representamos 5*4+a utilizando la gramátia anterior tenemos estas dos posibles inter-
pretaiones:
< e >
lll
lll
ll
MM
MM
MM
< e > ∗ < e >
sss
ss
ss
PPP
PPP
PP
numero(5) < e > + < e >
numero(4) identificador(a)
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< e >
rr
rr
rr
SSS
SSS
SSS
< e >
ss
ss
ss
s
KK
KK
KK
K + < e >
< e > ∗ < e > identificador(a)
numero(5) numero(4)
3.3.1.4. Parser desendente y asendente
Existen diversos algoritmos para rear analizadores sintátios de tiempo lineal. Prinipal-
mente este onjunto de algoritmos se pueden dividir en dos lases, desendentes y asendentes.
En esta seión haremos una pequeña introduión al funionamiento de este tipo de parsers y
veremos ómo la eienia de un parser desendente hae que implementemos nuestro reono-
edor de matemátias Braille mediante este tipo de parser. Para una referenia ompleta sobre
el diseño de parsers onsultar [16℄.
Los parsers desendentes parten del símbolo iniial de la gramátia el uál aabará derivando
en la seuenia de entrada. A medida que se lee ada uno de los símbolos de la entrada se aplia
una de las reglas de la gramátia formando de esta manera el árbol sintátio de arriba a abajo.
Este tipo de algoritmos desendentes son llamados también LL (Left - Left) ya que la seuenia
de entrada se lee de izquierda a dereha (Left to right) y la derivaión se hae a partir de la
parte izquierda de las produiones (Leftmost).
Veamos on un ejemplo ómo funiona un parser desendente que reonoe una seuenia
de arateres a partir del símbolo iniial S.
Si onsideramos la siguiente gramátia:
S → aS
S → bAC
A → B
B → d
C → e
Podemos reonoer la seuenia de arateres abde mediante las siguientes derivaiones:
S→aS→abAC→abBC→abdC→abde
En este aso, ada uno de los símbolos de la seuenia de entrada abde nos india inequívo-
amente qué regla de la gramátia debemos apliar. El proeso de reonoimiento de la seuenia
se lleva a abo reorriendo la entrada de izquierda a dereha y para la derivaión se utiliza la
parte izquierda de ada una de las reglas de la gramátia.
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Por el ontrario, los parsers asendentes parten de la seuenia de entrada y apliando las
distintas reglas de la gramátia llegan al símbolo iniial onstruyendo así un árbol de derivaión
de abajo a arriba. Se puede onsiderar este proeso omo 'reduir' una seuenia de entrada al
símbolo iniial de la gramátia. En ada paso de reduión se sustituye una subseuenia de la
seuenia de entrada y que onuerda on el lado dereho de una produión por el símbolo del
lado izquierdo de diha produión hasta llegar al símbolo iniial.
Los parsers asendentes se suelen llamar LR (Left - right) pues la entrada se lee de izquierda
a dereha (Left to right) y la derivaión se produe por la parte dereha de la gramátia (Right-
most).
A ontinuaión veremos un ejemplo de parsing asendente en el que reduimos una seuenia
de entrada hasta el símbolo iniial S.
Para la siguiente gramátia:
S → aABe
A → Ab
A → b
B → d
La seuenia abbde se puede reduir hasta el símbolo iniial S mediante los siguientes pasos:
abbde → aAbde → aAde → aABe → S
En la adena iniial abbde existen tres subseuenias que son andidatas a poderse derivar:
b,b y d. De estas tres subseuenias derivamos la primera apariión de b debido a que es la si-
tuada más a la izquierda. Utilizando la regla A→ b obtenemos una nueva adena aAbde. Esta
adena a su vez tiene tres subadenas derivables Ab, b y d. De nuevo derivamos la subadena
situada más a la izquierda, utilizando la regla A → Ab onseguimos reduir la adena Ab y
obtenemos una nueva seuenia aAde. En la adena aAde solo es posible reduir el aráter d,
utilizando la regla B → d. Finalmente y mediante la utilizaión de la regla S → aABe se redue
la adena aABe al símbolo iniial S.
Normalmente y debido a su eienia, se utilizan analizadores sintátios desendentes im-
plementados a mano para reonoer gramátias de tipo LL. Los analizadores asendentes, que
pueden reonoen gramátias de tipo LR muho más omplejas, se onstruyen mediante herra-
mientas automatizadas. En la realizaión del reonoedor de matemátias Braille deniremos
una gramátia LL implementada mediante un analizador sintátio desendente.
3.3.1.5. Gramátias LL(k) y LL(1)
El primer problema que aparee on el análisis sintátio desendente es que a partir del no-
do raíz, el analizador sintátio puede no elegir orretamente las produiones adeuadas para
llegar a la seuenia de símbolos que debe reonoer. En el momento en el que el analizador
desubre que es imposible alanzar esa seuenia de arateres de entrada, debe deshaer las
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últimas produiones apliadas y volver al estado en el uál era posible alanzar esta seuenia
de nuevo. Este proeso de reuperaión de un estado anterior es onoido omo baktraking. La
utilizaión de baktraking durante el análisis sintátio tiene un alto oste omputaional ya
que el analizador explora todos los posibles aminos hasta enontrar la soluión. Sin embargo,
esta ténia puede llegar a ser evitada si utilizamos un análisis desendente determinista. Un
analizador será determinista uando solo dependa del símbolo atual en la seuenia de entrada
para deidir ómo expandir ada uno de los elementos no terminales.
Las gramátias LL(k) son un onjunto de las gramátias libres de ontexto. Permiten un aná-
lisis desendente determinista (sin baktraking) por medio del reonoimiento de la seuenia
de entrada de izquierda a dereha (left to right) derivando siempre por la izquierda (leftmost).
Para realizar las suesivas derivaiones úniamente se examinan k símbolos o tokens. En el aso
de tener que examinar un únio símbolo de entrada k=1 estaríamos hablando de una gramátia
LL(1). Las gramátias LL(1) permiten onstruir un analizador determinista desendente únia-
mente examinando en ada momento el símbolo atual de la adena de entrada. Además tienen
varias propiedades distintivas, ninguna gramátia ambigua o reursiva por la izquierda puede
ser LL(1).
Para que una gramátia on produiones sea LL(1), el onjunto de elementos primeros
1
de las produiones de sus no terminales tienen que ser disjuntos. Es deir, para ada A ǫ N o
símbolo no terminal, sus alternativas omienzan on un símbolo terminal distinto:
∀A→β,A→ β′ :β 6= β′ ⇒ Primeros(A→ β) ∩ Primeros(A→ β′) = ∅
Por todos los motivos aquí expliados implementaremos el reonoedor de texto y matemá-
tias Braille mediante un analizador sintátio desendente que dena una gramátia LL(1).
Cada uno de los elementos terminales de está gramátia LL(1) serán los símbolos Braille.
3.3.1.6. Construión de un Parser a partir de la desripión de una gramátia en
BNF
En las siguientes seiones deniremos una serie de gramátias que permiten reonoer ma-
temátias y texto en Braille. Para la deniión de estas gramátias utilizaremos la notaión
BNF, pero las reglas que denen la gramátia aabarán siendo un algoritmo iterativo dentro de
un proyeto en Visual C++. Cada uno de los elementos no terminales de la gramátia se trans-
formarán en una nueva funión en el ódigo C++. El programa prinipal llamará a la funión
que implementa el símbolo no terminal iniial de la gramátia y a partir de ahí se realizarán las
llamadas a ada una de las funiones que odian el resto de los elementos no terminales. En
el apéndie D se detalla la forma de onvertir una gramátia denida mediante notaión BNF
en un algoritmo iterativo.
1
Consultar Apéndie A: Deniión de elementos Primeros y Siguientes
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3.3.2. Primera gramátia para el reonoimiento de matemátias y texto en
Braille
La primera versión de la gramátia BNF para el reonoimiento de matemátias Braille, es
apaz de reonoer tanto expresiones matemátias ómo texto esrito.
El subonjunto de operadores aritmétios reonoidos son suma, resta, multipliaión, división
(en todas sus notaiones), raíes de ualquier orden, funiones exponeniales, subíndies, llama-
das a funiones por ejemplo sen(x, y) o os(y, x) además de paréntesis, orhetes, y los paréntesis
invisibles utilizados en Braille para agrupar expresiones matemátias omplejas. La gramátia
reada permite que los operandos de las expresiones matemátias puedan ser tanto numeros
ómo variables. Un ejemplo de expresión reonoible por la gramátia Braille, es la mostrada
en gura 3.12.
n
√
(x1 + 2)2 +
n+1
√
(x2 + 2)2
(x3 + 2)2
Figura 3.12: Ejemplo de expresión reonoible por la gramátia de la gura 3.13
<LINEA>::= <EXPR>{('=') <EXPR>}
<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>}
<TERM>::= <FACT>{('∗'| '/' | ':' |'÷'|'.·') <FACT>}
<FACT>::= (<FACT1>['∧'<FACT>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT>)
<FACT1>::= <FACT2>['∨'<FACT1 >℄
<FACT2>::= ('+' | '-') <FACT2>| ( '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | String [FUNCION℄
<FUNCION>::= '('[<EXPR>{,<EXPR>}℄')'
Figura 3.13: Primera gramátia para el reonoimiento de matemátias y texto en Braille
Desripión de ada una de las reglas en la gramátia de la gura 3.13:
<LINEA>: La regla línea dene una serie de expresiones separadas por la igualdad ma-
temátia ( ).
<EXPR>: Una expresión está formada por términos onatenados por los tokens suma y
resta ( , ).
<TERM>: La regla que dene un término reonoe fatores onatenados por los tokens
orrespondientes a la multipliaión o división.
<FACT>: Reonoe exponentes mediante el símbolo ( ) y raíes de ualquier grado e
índie. El símbolo utilizado para indiar una raíz se ompone de dos arateres braille.
Entre el primero ( ) y el segundo ( ) se dene el índie de la raíz que puede ser ualquier
expresión. En el aso de la raíz uadrada los dos símbolos apareen seguidos, sin indiar el
dos omo índie. En tinta, el signo radial enierra bidimensionalmente mediante su trazo
al 'radiando', la forma de indiar el n del radiando en Braille es mediante la utilizaión
de los paréntesis invisibles o auxiliares propios de Braille ( ).
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<FACT1>: Reonoe expresiones on subíndie. Este subíndie puede ser ualquier ex-
presión. El símbolo Braille utilizado omo predeesor de un subíndie es ( ).
<FACT2>: Permite expresiones entre paréntesis, orhetes, llaves y los paréntesis invisi-
bles utilizados en Braille. También implementa el signo (+ , - ) que preede a una expresión
numéria. <FACT2>::=[Numerador℄ Num dene la representaión de fraiones expliada
en la seión 2.2.2.2. Es importante notar que la división simpliada en Braille sólo la
utilizamos on "fraiones numérias enteras de denominador positivo", el denominador
por tanto no tendrá signo. El terminal Numerador dene a los números Braille representa-
dos en la parte inferior de la elda Braille. Mediante la regla <FACT2>:=String denimos
identiadores o variables que pueden apareer en un doumento Braille tanto en seiones
del doumento on ontenido matemátio omo texto Braille. Los textos no matemátios
que apareen en los doumentos suelen ser los enuniados de problemas, el nombre de los
alumnos que han esrito el doumento o la numeraión de los ejeriios. Por otra parte esta
misma regla, al analizar ontenido matemátio, permite reonoer las distintas variables
que apareen en expresiones matemátias.
<FUNCION>: Implementa la llamada a una funión. La regla dene a las expresiones
entre paréntesis y separadas por omas. Por ejemplo de esta manera podemos reonoer
expresiones omo MCN(6,12) o sin(x).
El ejemplo de la Figura 3.15 muestra el árbol sintátio orrespondiente a la expresión de
la Figura 3.14 utilizando la gramátia Braille denida en la Figura 3.13. Se ha simpliado la
notaión en los nodos utilizando <L>,<E>,<T>,<F>,<F1>,<F2> para representar las reglas
de la gramátia <LINEA>, <EXPRESION>, <TERM>, <FACT>, <FACT1> y <FACT2>
respetivamente.
(54 · 52 · 53)
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=
Figura 3.14: Expresión en tinta
3.3.2.1. Limitaiones de la primera gramátia Braille
Aunque esta gramátia interpreta gran parte de los operadores matemátios desritos en
la seión 2.2, odiaión matemátia Braille, tiene una serie de limitaiones que haen que
algunas expresiones matemátias no se reonozan orretamente.
Por una parte, en los doumentos digitalizados podemos enontrar expresiones omo las mos-
tradas en la gura 3.16. En esta gura vemos el uso de un nuevo operador, la multipliaión
implíita, un operador ampliamente utilizado en álgebra. La multipliaión implíita es utili-
zada uando el lado izquierdo de una multipliaión es un número explíito y el lado dereho
es una variable, funión o onstante. En esos asos podemos eliminar el signo multipliaión
onatenando los fatores. El uso muy omún del operador multipliaión implíita en los dou-
mentos de ejemplo estudiados, provoa errores en nuestro analizador sintátio ya que este tipo
de expresiones no pueden ser reonoidas por la gramátia. Será neesaria la deniión de una
nueva gramátia Braille para interpretar este tipo de expresiones orretamente.
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< L >
< E >
< T >
II
II
II
I
TTT
TTTT
TTT
T
< F > / < F >
II
II
II
I
TTTT
TTTT
TTT
< F1 > < F1 > ∧ < F >
< F2 >
uu
uu
uu
u
II
II
II
I < F2 > < F1 >
( < E > ) 5 < F2 >
< T >
UUUU
UUUU
UUUU
UU
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZ
lll
lll
lll
ll
eeeee
eeeee
eeeee
eeeee
e 8
< F >
uuu
uuu III
III
∗ < F >
tt
ttt
t
JJJ
JJ
J ∗ < F >
tt
ttt
t
JJJ
JJ
J
< F1 > ∧ < F > < F1 > ∧ < F > < F1 > ∧ < F >
< F2 > < F1 > < F2 > < F1 > < F2 > < F1 >
5 < F2 > 5 < F2 > 5 < F2 >
4 2 3
Figura 3.15: Árbol sintátio orrespondiente a la expresión del ejemplo 3.14
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4x3 + 6x2 + 2x + 1
3
√
2 + 2
√
3
2sen(x)
0,5(x + 1)
Figura 3.16: Ejemplos del uso de la multipliaión implíita
2xy + 2xy = z
Figura 3.17: Interpretaión orreta de fatores utilizando la deniión de identiador de la
primera gramátia Braille
Otro de los problemas que presenta esta primera gramátia es la deniión de identiador
omo un string, tal y omo se puede ver en la regla BNF <FACT2>. Con esta deniión de
identiador, se intenta simpliar la gramátia y haerla lo más genéria posible. Se pretende
que la deniión de identiador permita interpretar orretamente tanto texto Braille (enun-
iados de problemas, nombres de funión omo sen() o os()) omo variables en matemátias
(por ejemplo: (a + b) =  )
En la gramátia, un identiador está denido omo un string, es deir una serie de arate-
res onatenados. Esta deniión provoa algunos errores no deseados en la interpretaión de
matemátias. Mientras que esta deniión de identiador funiona perfetamente en algunos
asos, omo en la gura 3.17 donde los fatores xy apareen multipliados, en otros asos esta
deniión puede resultar errónea. En el ejemplo de división de la Figura 3.18 se puede ver omo
el denominador 'd' es interpretado erróneamente. El motivo es que el fator 'd' debería apareer
a la dereha de la expresión multipliando al fator
ab
c
mediante la multipliaión implíita, tal
omo se muestra en la gura 3.18b. Sin embargo, la deniión de identiador omo un string
provoa la interpretaión inorreta de la expresión matemátia y hae que el fator 'd' sea
reonoido omo un únio token indivisible.
En la siguiente seión deniremos una nueva gramátia que implemente este nuevo operador
para soluionar el problema de las matemátias on variables.
3.3.3. Segunda gramátia para el reonoimiento de matemátias y texto en
Braille
Tal omo se ha disutido en la seión anterior, existen algunos puntos que mejorar en el
reonoedor de matemátias Braille.
La neesidad de tener en uenta el operador multipliaión implíita omentado anteriormen-
te implia una nueva gramátia mejorada (Figura 3.19). Esta nueva gramátia implementada en
el analizador sintátio no presentará errores al tratar de interpretar dos fatores onatenados
ab
c
d
ab
cd
(a) (b) ()
Figura 3.18: (a) Expresión Braille (b) Interpretaión orreta () Interpretaión inorreta
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pero sin ningún operador que los separe. En ese aso interpreta que el operador entre ambos
fatores es la multipliaión implíita. Este nuevo operador se tiene en uenta en la regla de la
gramátia <TERM>::= <FACT>{( <FACT>) }.
<LINEA>::= <EXPR>{('=') <EXPR>}
<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>}
<TERM>::= <FACT>{(('∗'| '/' | ':' |'÷'|'.·') <FACT>| <FACT>) }
<FACT>::= (<FACT1>['∧'<FACT>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT>)
<FACT1>::= <FACT2>['∨'<FACT1>℄
<FACT2>::= ('+' | '-') <FACT2>| ( '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | String [FUNCION℄
<FUNCION>::= '('[<EXPR>{,<EXPR>}℄')'
Figura 3.19: Grámatia no LL(1) para el reonoimiento de matemátias y texto Braille
Al añadir esta nueva regla a la gramátia aparee un problema, la gramátia deja de ser
LL(1) y se onvierte en ambigua. Reordemos que una gramátia LL(1) depende de un únio
símbolo de entrada para deidir la siguiente regla que debe apliar. Al inorporar a la gramátia
la nueva regla <TERM>::= <FACT>{( <FACT>) } los operadores suma y resta pueden ser
derivados utilizando la regla <EXPR> o bien la regla <FACT2>. Para evitar esta ambigüedad
rearemos una nueva regla <FACT2'>que será utilizada al enontrar el operador multipliaión
implíita. Esta nueva regla <FACT2'>es exatamente igual que <FACT2> exepto que no
deriva en los operadores suma y resta. La gramátia LL(1) ompleta y que permite reonoer el
nuevo operador de multipliaión implíita la podemos ver en la gura 3.20.
En la gura 3.21 vemos el árbol sintátio para la expresión 5(x+1)+2x utilizando la es-
trutura de la nueva gramátia de la gura 3.20. Como se puede ver, la expresión matemátia
ontiene dos operadores de multipliaión implíita.
<LINEA>::= <EXPR>{('=') <EXPR>}
<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>}
<TERM>::= <FACT>{(('∗'| '/' | ':' |'÷'|'.·'|'·') <FACT>| <FACT'>) }
<FACT>::= (<FACT1>['∧'<FACT>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT>)
<FACT'>::= (<FACT1'>['∧'<FACT'>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT'>)
<FACT1>::= <FACT2>['∨'<FACT1>℄
<FACT1'>::= <FACT2'>['∨'<FACT1'>℄
<FACT2>::= (('+' | '-') <FACT2>| '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | Letra | String [FUNCION℄)
<FACT2'>::= ( '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | Letra | String [FUNCION℄ )
<FUNCION>::= '('[<EXPR>{,<EXPR>}℄')'
Figura 3.20: Segunda grámatia para el reonoimiento de matemátias y texto Braille
Esta nueva gramátia inorpora un nuevo símbolo ( ) utilizado en Braille para eliminar am-
bigüedades. Este nuevo símbolo ayuda a representar algunas expresiones en las que se neesita
difereniar entre la representaión número y letra de un mismo aráter. Añadimos este nuevo
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< LINEA >
< EXPR >
eeeee
eeeee
eeeee
e
XXXXX
XXXXX
XXXXX
< TERM >
lll
lll
ll
RRR
RRR
RR
+ < TERM >
mmm
mmm
mm
RRR
RRR
RR
< FACT > < FACT ′ > < FACT > < FACT ′ >
< FACT1 > < FACT1′ > < FACT1 > < FACT1′ >
< FACT2 > < FACT2′ >
mmm
mmm
mmm
mm
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
< FACT2 > < FACT2′ >
Num(5) ( < EXPR >
mmm
mmm
mmm
RRR
RRR
RRR
) Num(2) Letra(x)
< TERM > + < TERM >
< FACT > < FACT >
< FACT1 > < FACT1 >
< FACT2 > < FACT2 >
Letra(x) Num(1)
Figura 3.21: Árbol sintátio orrespondiente a la expresión 5(x+1)+2x utilizando la gramátia
de la Figura 3.20
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a) 2x
b) 2a
Figura 3.22: Uso del prejo de letra minúsula
símbolo en la regla <TERM> al igual que la multipliaión implíita en esta segunda gramátia
Braille. Este nuevo símbolo se utiliza omo prejo de letra minúsula difereniando un operando
de tipo aráter de su equivalente numério úniamente uando es neesario. Mientras que en la
Figura 3.22(a) no es neesario el uso de este símbolo debido a que el operando letra minúsula
'x' no tiene un equivalente numério, en la Figura 3.22(b) el símbolo ( ) nos ayuda a difereniar
el operando 'a' de su equivalente numério '1'.
Otra de las mejoras implementadas en esta nueva gramátia es la deniión orreta de
identiador. Como hemos omentado anteriormente, las variables utilizadas en expresiones
matemátias Braille no pueden ser reonoidas utilizando un string, ya que en ese aso apareen
problemas omo los de la gura 3.18. Reordemos que on la gramátia anterior, el fator 'd'
se reonoía omo un únio token indivisible lo que haía que la interpretaión de la expresión
no fuese orreta. Para resolver este problema, denimos en la regla <FACT2> un identiador
omo una únia letra o aráter. De esta manera y volviendo al ejemplo de la gura 3.18, 'd'
no se reonoerá omo un únio token 'd'. Con la nueva deniión de identiador se reonoen
dos tokens de tipo Letra, '' y 'd' unidos mediante la multipliaión implíita denida en esta
nueva gramátia.
3.3.3.1. Limitaiones de la segunda gramátia Braille
Aunque on esta última modiaión en la gramátia Braille hemos soluionado el problema
de las variables utilizadas en matemátias, aún nos falta por resolver la traduión de texto
Braille no matemátio.
En la primera gramátia implementada, al tener denido un identiador omo un string
el texto se reonoía orretamente, pero on la nueva gramátia en la que un identiador
se dene omo una únia letra interpretamos que ada uno de los arateres que omponen el
texto a traduir es un token de tipo letra unido al siguiente mediante la multipliaión implíita.
El mismo problema ourre on la interpretaión de funiones matemátias. Las funiones
matemátias están formadas por la onatenaión de arateres formando el nombre de la fun-
ión, pero a diferenia del texto Braille, éstas apareen dentro de ontenido matemátio. Por
ejemplo, en la gura 3.23 vemos un ejemplo de la interpretaión de la funión MCN. Utilizan-
do la gramátia anterior este nombre de funión se reonoía orretamente pero on la nueva
gramátia, la funión MCN se interpreta omo la multipliaión de tres operandos M, C y N
2
3
+
5
7
+
3
5
= MCN(3, 7, 5)
Figura 3.23: Ejemplo del reonoimiento de funiones
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Para soluionar los problemas omentados para la orreta traduión de texto Braille y on
el reonoimiento de los nombres de funiones matemátias, neesitamos un nuevo proeso que
se ejeutará antes del análisis sintátio. En la siguiente seión desribiremos paso a paso el
proeso que permite difereniar en un doumento Braille el ontenido matemátio del texto.
3.3.3.2. Preanálisis sintátio: Cómo distinguir entre texto y matemátias
El preanálisis sintátio es un proeso mediante el uál tratamos de identiar en un dou-
mento Braille las regiones on texto Braille exlusivamente. Normalmente en los doumentos
Braille estudiados, estas regiones orresponderán a los enuniados, a la numeraión de los proble-
mas o al nombre del alumno que esribió el doumento. Para distinguir este tipo de ontenido, se
ejeuta el proeso de preanálisis omo un paso previo a la utilizaión de la gramátia denida en
nuestro analizador sintátio. De esta manera, el analizador sintátio durante la interpretaión
puede distinguir entre los arateres Braille que perteneen a una expresión matemátia y los
que perteneen a texto Braille.
De una forma similar, el preanálisis sintátio también se enarga de busar el nombre de
funiones en el ontenido matemátio, omo por ejemplo: sen(x) o os(x). Este reonoimiento
previo de nombres de funión permitirá después al analizador sintátio distinguir las variables
utilizadas en matemátias de los nombres de funiones.
El preanálisis sintátio reesribe el doumento XML generado por el OBR y que fue ex-
pliado en la seión 3.2.2. Reordemos que este XML ontiene la deniión de ada uno de
los arateres Braille que apareen en el doumento original. El preanálisis sintátio modia
este hero XML, marando las seiones no matemátias y los nombres de funión on nuevas
etiquetas.
Para realizar la distinión entre matemátias y texto, el preanálisis sintátio partiiona el
doumento XML utilizando omo separador los espaios en blano del doumento. Cada una
de las seiones obtenidas omo resultado de esta partiión, debe ser lasiada omo texto o
matemátias Braille. Si en el onjunto de arateres existentes entre dos espaios en blano no
existe ninguna operaión matemátia, se onsidera que esta seión está odiando úniamente
texto. De la misma manera, la presenia de un operador matemátio entre alguno de los ara-
teres que enontramos entre dos espaios en blano, indian que la seión ontiene matemátias.
Un proeso similar se utiliza para distinguir dentro del ontenido matemátio el nombre de
funiones omo por ejemplo: sen(x) o os(y). Se partiiona el ontenido matemátio utilizando
omo separadores los distintos operadores y el signo paréntesis utilizado en la representaión de
funiones.
Para marar y etiquetar las seiones del doumento on texto Braille añadimos dos nue-
vas etiquetas <COMENTARIO> y <FUNCION> a las ya desritas previamente <PAGINA>
<FILA> y <CARACTER>.
El preanalizador sintátio utiliza la etiqueta <COMENTARIO> para etiquetar el onjunto
de arateres que perteneen a texto no matemátio. Con la etiqueta <FUNCION> el analiza-
dor espeia el onjunto de arateres que forman el nombre de una funión. Como resultado,
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Raionalitza:
a)
1√
3
Figura 3.24: Doumentos en Braille y tinta on ontenido matemátio y no matemátio
de ada nuevo nodo de tipo <COMENTARIO> o <FUNCION> olgarán uno o más nodos de
tipo <CARACTER>.
Si observamos la gura 3.24 que orresponde a un doumento Braille y su orrespondiente
traduión a tinta, podemos reonoer tres seiones laramente. Por una parte el texto no
matemátio del enabezado 'Raionalitza:' y del apartado del problema 'a)'. Por otra, el texto
matemátio '
1√
3
'.
A ontinuaión veremos un ejemplo de ómo se modia un hero XML que orresponde a
un doumento Braille. En la Figura 3.25 tenemos la odiaión XML realizada por el OBR para
la imagen de la gura 3.24. El preanálisis sintátio reorre ada uno de los nodos del doumento
XML identiando las seiones que no ontienen operadores matemátios. El resultado del
preanálisis sintátio puede verse en la Figura 3.26. Vemos omo el doumento Braille de la
Figura 3.25 se ha reesrito identiando el texto braille no matemátio 'Raionalitza:' y 'a)'
dentro de una etiqueta <COMENTARIO>.
44
Contenido XML Símbolo Notaión
Braille
<XML version='1.0'>
<PAGINA ALUMNE='GABRIEL' DATA='06-06-09'>
<FILA NL='1' NC='14' XS='40' YS='11' XI='600' YI='44'>
<CARACTER POSX='40'>000101</CARACTER> MAYÚSCULA
<CARACTER POSX='80'>111010</CARACTER> r
<CARACTER POSX='120'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='160'>100100</CARACTER> 
<CARACTER POSX='200'>010100</CARACTER> i
<CARACTER POSX='240'>101010</CARACTER> o
<CARACTER POSX='280'>101110</CARACTER> n
<CARACTER POSX='320'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='360'>111000</CARACTER> l
<CARACTER POSX='400'>010100</CARACTER> i
<CARACTER POSX='440'>011110</CARACTER> t
<CARACTER POSX='480'>101011</CARACTER> z
<CARACTER POSX='520'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='560'>010010</CARACTER> :
</FILA>
<FILA NL='2' NC='10' XS='40' YS='48' XI='440' YI='81'>
<CARACTER POSX='40'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='80'>001110</CARACTER> )
<CARACTER POSX='120'>000000</CARACTER>
<CARACTER POSX='160'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='200'>100000</CARACTER> 1
<CARACTER POSX='240'>010011</CARACTER> /
<CARACTER POSX='280'>110101</CARACTER> raíz
<CARACTER POSX='320'>100011</CARACTER> raíz
<CARACTER POSX='360'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='400'>100100</CARACTER> 3
</FILA>
Figura 3.25: Desripión XML del doumento Braille de la gura 3.24
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Contenido XML Símbolo N. Braille
<PAGINA ALUMNE='GABRIEL' DATA='06-06-09'>
<FILA NL='1' NC='14' XS='40' YS='11' XI='600' YI='44'>
<COMENTARIO>
<CARACTER POSX='40'>000101</CARACTER> MAYÚSCULA
<CARACTER POSX='80'>111010</CARACTER> r
<CARACTER POSX='120'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='160'>100100</CARACTER> 
<CARACTER POSX='200'>010100</CARACTER> i
<CARACTER POSX='240'>101010</CARACTER> o
<CARACTER POSX='280'>101110</CARACTER> n
<CARACTER POSX='320'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='360'>111000</CARACTER> l
<CARACTER POSX='400'>010100</CARACTER> i
<CARACTER POSX='440'>011110</CARACTER> t
<CARACTER POSX='480'>101011</CARACTER> z
<CARACTER POSX='520'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='560'>010010</CARACTER> :
</COMENTARIO>
</FILA>
<FILA NL='2' NC='10' XS='40' YS='48' XI='440' YI='81'>
<COMENTARIO>
<CARACTER POSX='40'>100000</CARACTER> a
<CARACTER POSX='80'>001110</CARACTER> )
</COMENTARIO>
<CARACTER POSX='160'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='200'>100000</CARACTER> 1
<CARACTER POSX='240'>010011</CARACTER> /
<CARACTER POSX='280'>110101</CARACTER> raíz
<CARACTER POSX='320'>100011</CARACTER> raíz
<CARACTER POSX='360'>001111</CARACTER> NUM
<CARACTER POSX='400'>100100</CARACTER> 3
</FILA>
Figura 3.26: Preanálisis sintátio (distinión entre texto y matemátias) del doumento Braille
de la gura 3.25.
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3.3.3.3. Ambigüedades en Braille:
Existen algunas ambigüedades en la deniión del lenguaje Braille que pueden signiar más
de una traduión válida de una misma expresión. En esta seión hablaremos de algunas de ellas
y de las impliaiones que puede tener su presenia durante el análisis sintátio. A ontinuaión
omentaremos algunos de los arateres que pueden tener distintas interpretaiones.
El símbolo ( ) tiene dos posibles valores distintos en Braille. Puede representar tanto al
aráter 'á' ómo al orhete abierto '['. Este tipo de ambigüedad no es importante ya que su-
ponemos que uando enontramos este símbolo al traduir matemátias nos estamos reriendo
al símbolo '[' mientras que si estamos traduiendo texto probablemente nos referimos al símbolo
'á'. Esta interpretaión se puede llegar a haer graias al proeso de preanálisis sintátio expli-
ado anteriormente y que identia las seiones de un doumento on ontenido exlusivamente
matemátio.
El mismo problema se repite on el símbolo , mientras en matemátias se utiliza omo
aráter prejo de un subíndie, al traduir texto Braille se interpreta omo el aráter 'í'.
Existen sin embargo otras ambigüedades más difíiles de resolver que las anteriores, el símbo-
lo ( ) por ejemplo, utilizado para representar la suma en matemátias al traduir texto equivale
a los signos de exlamaión '½' y ' !'. Lo mismo suede on el símbolo ( ) utilizado en matemá-
tias para representar a la multipliaión y que al traduir texto representa el signo de omillas
dobles ' ” '. Si nos basamos en la sola presenia de operadores matemátios para deduir las
seiones de un doumento on ontenido matemátio estos símbolos pueden induir al error.
El Preanalizador sintátio debe tener en uenta el ontexto en el que apareen para deidir si
están representado una operador matemátio o sólo texto.
Existe otra ambigüedad en Braille que solo puede resolverse dependiendo del ontexto en el
que nos enontramos. En Braille, la representaión de los números ordinales se realiza despla-
zando los dígitos a la parte baja de la elda Braille y añadiendo un signo espeío a su dereha.
Esta representaión nos ayuda a denir los ordinales '1
o
' o '1
a
' tal y omo se puede ver en la
gura 3.27. Sin embargo, existe un problema on este tipo de representaión de ordinales que
deriva en una ambigüedad entre las expresiones que ontienen fraiones en su forma abreviada
y las expresiones que ontienen ordinales. Por ejemplo, la representaión de 2
a
y 2/1 al igual que
3
a
y 3/1 utilizan la misma odiaión Braille. La resoluión a este problema queda pendiente
para un trabajo futuro en el que se tendría que denir una gramátia para el reonoimiento de
texto braille que inluyera a los ordinales.
1
a
1
o
Figura 3.27: Representaión de ordinales
3.3.3.4. Reuperaión de errores:
La reuperaión de errores es una fase fundamental para el analizador sintátio de Braille
debido a la naturaleza de los doumentos que debe proesar. Por una parte, el doumento XML
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origen del analizador sintátio puede ontener errores debido al reonoimiento inorreto de
los arateres Braille esaneados. Por otra, los propios alumnos pueden haber ometido distintos
errores sintátios a la hora de esribir el doumento original on la máquina PERKINS. Por
tanto, puede ser muy freuente la apariión de errores sintátios en los doumentos, los uales
deben ser señalados y ontinuar on la ejeuión del analizador sintátio normalmente. Hasta
ahora hemos onseguido que el analizador sintátio de Braille reonoza expresiones matemá-
tias sintátiamente orretas pero la sola presenia de un símbolo inesperado en la seuenia
de entrada haría detenerse al analizador.
Existen distintas ténias para reuperar errores sintátios, algunos de los prinipios en los
que se basa el diseño del ontrol de los errores sintátios [18℄ son:
1) Un analizador sintátio debe determinar que ha ourrido un error tan pronto omo sea po-
sible.
2) Después de enontrar un error, el analizador sintátio debe busar un lugar apropiado en el
que reanudar el análisis. Un analizador sintátio siempre debe intentar analizar tanto ódigo
omo sea posible, enontrando tantos errores reales omo sea posible.
3) Un analizador sintátio debería intentar evitar el problema de asada de errores, en el ual
un error genera una larga lista de falsos errores.
4) Un analizador sintátio debe evitar bules innitos en los errores, en los que se genera una
asada sin n de mensajes de error sin onsumir ninguna entrada.
En el analizador sintátio Braille, el método utilizado para la reuperaión de errores es
el llamado 'modo de alarma'. Esta ténia muy omún, es apliable a analizadores sintátios
desendentes. El nombre viene dado porque en algunos asos omplejos, el analizador sintátio
puede llegar a onsumir un numero muy grande de tokens en el intento de enontrar un lugar
donde reanudar el análisis sintátio. En el peor de los asos puede haer que se aabe onsu-
miendo el resto del programa. Por otra parte, asegura que el analizador sintátio no aiga en un
bule innito durante la reuperaión de errores. La idea básia del 'modo de alarma' onsiste
en añadir un onjunto de tokens de sinronizaión a ada uno de los proedimientos reursivos
que implementan la gramátia Braille. En el momento en el que se produe un error, el ana-
lizador sintátio explora haia delante busando alguno de los tokens que existen dentro del
onjunto de sinronizaión. Los tokens utilizados para formar el onjunto de sinronizaión son
los elementos primeros y siguientes
2
de ada una de las reglas de la gramátia Braille denida
anteriormente. Al entrar en ada uno de los proedimientos que implementan nuestra gramátia
siempre se tiene que umplir que el token atual perteneza al onjunto de primeros de esa regla
o proedimiento. En aso ontrario, muestra un error y el analizador de errores avanza hasta
enontrar ualquiera de los elementos del onjunto siguientes.
A ontinuaión reproduiremos el ontrol de errores utilizado en el reonoedor de matemá-
tias Braille pero utilizando una gramátia Braille muho más senilla que permitirá entenderlo
on mayor failidad, transformaremos la gramátia en un algoritmo iterativo y añadiremos una
serie de proedimientos que implementan el ontrol de errores en modo alarma.
Denimos una gramátia Braille simpliada que reonoe la aritmétia en enteros on los
2
Consultar Apéndie A: Deniión de elementos Primeros y Siguientes
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operadores suma, resta, multipliaión y división de la siguiente forma:
<expresión>::= <término>('+' |'-') <término>
<término>::= <fator>('*'|'/')<fator>
<fator>::= ('(' <expresión>')'| numero )
Utilizamos los algoritmos para el álulo de los elementos primeros y siguientes (ver Apén-
die A) para ada una de las reglas que forman la gramátia on el siguiente resultado:
primeros(<expresión>) = {prejo_de_número, '('};
siguientes(<expresión>) = {')'};
primeros(<término>) = {prejo_de_número,'('};
siguientes(<término>) = {')','+','-'};
primeros(<fator>) = { prejo_de_número,'('};
siguientes(<fator>) = {')','+','-','*','/'};
En la gura 3.28 vemos una implementaión de la reuperaión de errores en modo alarma
para la gramátia simpliada y el onjunto de primeros y siguientes omentado. Se utilizan tres
proedimientos para odiar ada una de las tres reglas que denen la gramátia: expresión,
término y fator. El ontrol de errores se realiza al iniio de ada uno de los proedimientos
mediante las funiones hekinput y santo. Estás dos funiones omprueban si el token atual
en la seuenia de entrada pertenee al onjunto de primeros o siguientes (ver Apéndie A).
En el aso de perteneer al onjunto de primeros se ejeuta el proedimiento normalmente
mientras que si el token atual pertenee al onjunto de siguientes no se ejeuta el uerpo del
proedimiento.
Veamos paso a paso un ejemplo de ómo la implementaión de ontrol de errores para la
gramátia anterior deteta y repara un error durante el análisis sintátio de una expresión
inorreta. Si observamos la gura 3.29 existe un error sintátio en la expresión debido a la
apariión de un paréntesis errado después del operador suma. La funión expresión de la gra-
mátia iniia el análisis sintátio omprobando que el símbolo 'prejo de número' pertenee al
onjunto de los elementos primeros. Una vez omprobado y utilizando el símbolo suma omo
separador llama a las funiones termino para reonoer ada uno de los operandos de la suma.
Para el primer operando a la izquierda de la suma, la funión termino veria que el símbolo
'prejo de número' pertenee al onjunto de primeros y por tanto ontinúa al análisis orre-
tamente llamando a la funión fator que a su vez también omprueba que 'prejo de numero'
pertenee a su onjunto de primeros. Al llegar a este punto se ha interpretado orretamente el
número 3 omo el primer término de la suma.
Sin embargo, en el reonoimiento del segundo operando de la suma el intérprete deteta un
error al iniio de la funión termino. Esta funión deteta que el paréntesis errado pertenee
al onjunto de siguientes en vez de al onjunto de primeros. Para la funión, enontrar este
paréntesis errado india que falta un operando después de la suma y por eso no ejeutará
el uerpo de la funión para tratar de interpretarlo. Una vez reuperado este error la funión
iniial expresion es llamada de nuevo por el analizador sintátio para ontinuar analizando el
resto de la expresión matemátia. En este aso ada uno de los dos términos serán reonoidos
orretamente y el análisis sintátio nalizará reportando un únio error.
En está seión hemos expuesto utilizando una gramátia simpliada la implementaión
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Figura 3.28: Ejemplo de implemtentaión de ontrol de errores
de la reuperaión de errores en un analizador sintátio desendente. El método utilizado en
el reonoedor de matemátias Braille funiona del mismo modo, para ello se han alulado
el onjunto de elementos primeros y siguientes para ada una de las reglas de la segunda gra-
mátia Braille para el reonoimiento de matemátias y texto. Este álulo detallado se puede
enuentrar en el Apéndie B de esta memoria.
3.4. MathML
En esta seión hablaremos de la salida generada por nuestro analizador Braille. El onjunto
de matemátias generadas por el analizador tienen que ser mostradas por pantalla y para esa
tarea se eligió una herramienta que permitiera representar ontenido matemátio de la manera
más senilla posible.
El Mathematial Markup Language o MathML es una apliaión XML reada por el W3C
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Figura 3.29: Error sintátio en expresión matemátia debido a la presenia del paréntesis.
(World Wide Web Consortium) para desribir notaión matemátia. MathML fue reado para
failitar el uso de ontenido matemátio y ientío en internet y en otras apliaiones. El obje-
tivo prinipal es que las matemátias sean servidas, reibidas y proesadas de la misma manera
que HTML proporionó esa funionalidad al texto. La primera versión de MathML 1.1 aparee
en Julio de 1999 y la versión estable atual, MathML 2.0 en Otubre del 2003. Atualmente se
está trabajando en la versión 3.0 uyo último borrador aparee en Noviembre del 2008. MathML
intenta soluionar el vaío que dejaba HTML respeto a la notaión matemátia. Hasta ahora, la
manera de presentar ontenido de este tipo on HTML era mediante la utilizaión de imágenes
exportadas de otros programas. Al basarse en XML, MathML permite a los navegadores web
renderizar expresiones matemátias. Para ello nos proporiona una serie de tags que permiten
desribir expresiones en términos de su presentaión y su semántia (gura 3.30). MathML no
está pensado para ser editado a mano, sino para ser utilizado por herramientas omo editores
de euaiones o para ser exportado desde otros paquetes matemátios.
En nuestro aso será reado por el propio reonoedor de esritos Braille a medida que avanza
el análisis sintátio.
Figura 3.30: Representaión de la expresión x2 +4x+4 = 0 en MathML utilizando las etiquetas
msup, mrow, mi y mn
3.4.1. Elementos de presentaión en MathML
Esta seión explia los diferentes elementos de presentaión que utiliza MathML, los uales
permiten desribir la estrutura de la notaión matemátia. Los elementos de presentaión se
orresponden a los 'onstrutores' tradiionales en notaión matemátia. Es deir, el tipo de
símbolos y estruturas que onstruyen la notaión matemátia tradiional.
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A ontinuaión mostramos una relaión de los distintos elementos o etiquetas que permitirán
onstruir matemátias on MathML. Sólo en la apa de presentaión de MathML existen 28
elementos, los uales aeptan más de 50 atributos. Por ese motivo, en esta seión vamos a
desribir úniamente los símbolos que se han implementado en el reonoedor de esritos Braille.
El W3C (World Wide Web Consortium) distingue uatro ategorías en el onjunto de los
elementos de presentaión, dependiendo del uso de ada uno de los elementos. Los elementos de
presentaión que se han utilizado en el analizador sintátio de Braille perteneen a una de estas
ategorías: Token Elements, General Layout Shemata, Sript and Limit Shemata y Tables and
Matries.
Las etiquetas perteneientes a la ategoría Token Elements pueden ontener ualquier se-
uenia de 0 o más arateres en su interior. Las etiquetas perteneientes a esta ategoría son
<mi>, <mn>, <mo>y <mtext>
En la ategoría General Layout Shemata enontramos elementos que permiten represen-
tar fraiones y radiales. Forman parte de esta ategoría las siguientes etiquetas <mfra>,
<msqrt>y <mroot>.
Por último, en de la ategoría Sript and Limit Shemata tenemos <msub>y <msup>, eti-
quetas que sitúan expresiones matemátias alrededor de una base.
Así, el onjunto de etiquetas MathML utilizadas por el analizador sintátio es el siguiente:
<mi>: Identiador: Representa un nombre simbólio o un texto arbitrario. Los identi-
adores pueden inluir variables, nombres de funiones y onstantes simbólias.
<mn>: Numero: Representa una seuenia de dígitos.
<mo>: Permite representar un operador o un separador.
<mtext>: Es usado para representar texto arbitrario, texto o omentarios sin ningún
signiado matemátio.
<mrow>: Agrupa ualquier numero de expresiones horizontalmente.
<mfra>: Permite formar una fraión a partir de dos subexpresiones que serán el nume-
rador y el denominador.
<msqrt>: Muestra una raíz uadrada, reibe omo argumento la base, ya que el índie de
la raíz es siempre dos.
<mroot>: Forma una raíz on ualquier índie. Por tanto neesita dos argumentos para
espeiar el índie y la raíz.
<msub>: Permite añadir un subíndie a una base.
<msup>: Añade un exponente a una base.
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A ontinuaión veremos algunos ejemplos reales de expresiones matemátias que se enuen-
tran en los doumentos Braille esaneados y ómo estos se representan utilizando MathML en
el reonoedor de matemátias Braille.
En el ejemplo de la gura 3.31 se muestra el uso de las etiquetas <mrow>, <msup>,
<mfra>y <mn>para representar la expresión
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En el ejemplo, se puede omprobar omo utilizamos la etiqueta <mfra>para representar la
división, <msup>para representar los distintos exponentes y ómo ada uno de los operandos
numérios están dentro de una etiqueta <mn>.
Por otra parte, la etiqueta <mrow>se enarga de agrupar expresiones, de esta manera al ope-
rador <mfra>, que representa fraiones, podemos indiarle el numerador y el denominador
agrupados por este operador <mrow>.
Figura 3.31: Representaión de las expresiones
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y
5
√
x
3
√
x
en MathML utilizando las etiquetas
mfra, mroot, msup, mrow, mn y mi
Otra de las expresiones que apareen en los doumentos esaneados es
5
√
x
3
√
x
puede verse su
onversión a MathML en la gura 3.31. En la gura se observa el uso de la etiqueta <mroot>para
representar raíes de ualquier índie. Por otra parte, utilizamos la etiqueta <mfra>para denir
una fraión dónde el numerador y el denominador apareen agrupados utilizando una etiqueta
<mrow>. La etiqueta <mn>nos permite denir un valor numério y <mi>un identiador.
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Capítulo 4
Resultados
En esta seión analizamos los resultados obtenidos en la interpretaión de doumentos
originales esritos por alumnos utilizando una máquina Perkins. Para ello se han estudiado 6
doumentos ompletos on matemátias y texto (orrespondiente a enuniados y numeraión de
problemas). Algunas de estas traduiones se pueden enontrar en el Apéndie C.
En los resultados obtenidos se muestra la importania del OBR en el proeso denitivo de
traduión de doumentos. Se han realizado dos traduiones para ada uno de los 6 doumentos,
la primera traduión se realiza a partir de un arhivo XML on el ontenido de la imagen
odiado sin ningún error en el reonoimiento de los arateres. Los errores sintátios que
pueden apareer en esta traduión sólo pueden ser originados por expresiones matemátias
denidas inorretamente. La segunda de las traduiones se hae utilizando el hero XML
generado por el OBR a partir del reonoimiento de ada uno de los arateres en la imagen.
Esta interpretaión añade errores a la traduión nal, debidos al reonoimiento inorreto de
algunos arateres y al ruido en la imagen. El OBR utilizado para realizar estas traduiones aun
no está ompletamente nalizado, por lo que el número de errores en traduiones produidos
por el reonoimiento inorreto de arateres será menor en un futuro.
Para valorar la alidad en las traduiones neesitamos difereniar entre la traduión de
texto y la traduión de ontenido matemátio, para ello denimos:
Palabras: Son las regiones del doumento Braille que el analizador sintátio trata omo
texto. En los ejemplos estudiados orresponde a las palabras que forman los enuniados y
los apartados de problemas.
Expresiones matemátias: Expresiones matemátias ompletas que se han traduido me-
diante el parser de matemátias Braille. Para separar una expresión matemátia de otra
se utiliza la igualdad matemátia '=', ya que es el elemento terminal derivable a partir de
la primera regla de la gramátia Braille denida.
Utilizaremos estas dos deniiones para valorar la alidad en la traduión de la gura 4.1
a modo de ejemplo. Esta gura ontiene dos traduiones de un mismo doumento Braille, una
a partir de un reonoimiento orreto de todos los arateres de la gura (izquierda) y otra en
la que algunos de los arateres no han sido reonoidos orretamente por el OBR (dereha).
Valoramos la alidad de ambas traduiones de la siguiente manera:
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Figura 4.1: Traduión realizada a partir de la imagen sin errores en el reonoimiento de
arateres (izquierda) y on errores (dereha)
Reonoimiento de texto: La traduión a partir del reonoimiento de arateres heho
por el OBR muestra 6 palabras orretamente (fraions:, 1.-, 2.-, 3.-,4.-, 5.-) de las 6
posibles.
Expresiones matemátias: El análisis a partir del reonoimiento de arateres heho por
el OBR (dereha) india que sólo 3 de las 5 (60%) expresiones son orretas.
En la gura 4.2 se muestra omo los errores ometidos por el OBR durante el proeso de
reonoimiento de arateres hae que dos expresiones matemátias no se aaben traduiendo
orretamente.
Figura 4.2: Expresiones traduidas inorretamente debido al reonoimiento erróneo de algunos
de los arateres.
En la gura 4.3 vemos los resultados de la traduión de 6 páginas Braille que ontienen 98
expresiones matemátias y 171 palabras. Para realizar la valoraión en la traduión se om-
paran los resultados obtenidos en la traduión sin errores de reonoimiento on los obtenidos
utilizando el reonoimiento heho por el OBR.
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Reonoimiento de texto: La traduión a partir del reonoimiento heho por el OBR
reonoe 162 palabras orretamente de las 171 que apareen en los doumentos. Es deir el
94% del texto que aparee en los doumentos se ha reonoido y traduido orretamente.
Expresiones matemátias: En la traduión de matemátias se reonoen y traduen 90
expresiones orretamente de las 98 que ontienen los 6 doumentos, lo que signia que
el 91% del ontenido matemátio de los doumentos se ha traduido de forma orreta.
N
o
Total Palabras Palabras Total Expr. mat. Expr. mat.
Palabras orretas inorretas Expr. mat. orretas inorretas
01 33 31 2 14 14 0
02 27 26 1 22 22 0
03 36 34 2 16 16 0
04 24 21 3 20 15 5
05 37 36 1 16 15 1
06 14 14 0 10 8 2
total 171 162 9 98 90 8
Figura 4.3: Resultados obtenidos en la traduión de 6 páginas en Braille que ontienen 171
palabras y 98 expresiones matemátias.
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Capítulo 5
Conlusiones y trabajo futuro
El Sistema Braille es esaso en símbolos: on sólo 6 puntos por ada elda Braille úniamente
se pueden representar 26 = 64 arateres distintos. Este limitado onjunto de arateres permite
representar texto, químia, músia o matemátias. Debido a la limitaión en el número de
símbolos del alfabeto Braille es normal su ombinaión, es freuente que un mismo aráter
tenga distintas interpretaiones y que su traduión dependa del ontexto en el que se enuentre.
Es neesaria la deniión de una gramátia espeía para un tipo de ontenido que permita
una orreta traduión del mismo.
En este proyeto hemos reado un tradutor de texto y matemátias Braille para inorporarlo
en una herramienta de traduión automátia de Braille a tinta. El objetivo de esta herramienta
es la ayuda en la integraión de alumnos invidentes en entros esolares, para ello el intérprete
que hemos reado tiene las siguientes araterístias:
Es apaz de traduir texto Braille y matemátias en un mismo doumento automátia-
mente: El analizador identia en un doumento las seiones on ontenido matemátio
o texto y tradue orretamente ada una de ellas.
Tradue un subonjunto de operadores matemátios: El analizador tradue doumentos
Braille esritos por niños on onoimientos básios en matemátias. Los alumnos, más
adelante, neesitarán nuevos operadores y notaión matemátia, pero utilizarán un orde-
nador en vez de una máquina Perkins para la redaión, por lo que no será neesaria esta
apliaión para el reonoimiento de sus textos. Aunque el número de operadores imple-
mentados ha resultado ser suiente en las pruebas realizadas, la inorporaión de nuevos
operadores seguiría el proedimiento expliado en esta memoria.
Es robusto a errores ometidos por el alumno: En los doumentos on ontenido matemá-
tio pueden existir errores sintátios ausados por los alumnos. Estos errores al traduir
matemátias Braille son señalados por el intérprete que ontinúa on la traduión del
resto del doumento. De forma similar, el intérprete señala también los errores sintátios
originados por el reonoimiento inorreto de algún arater por parte del OBR (Optial
Braille Reognition).
Debido a los resultados de traduión muy positivos obtenidos mediante la herramienta
desarrollada, podemos onluir que el proyeto se ha realizado on éxito.
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Como en toda apliaión, podríamos rear nuevas versiones de la misma on nuevos reque-
rimientos que surgen a partir del análisis de los resultados obtenidos y que serían origen de un
trabajo futuro:
Se deberían detetar las posibles ambigüedades en Braille disutidas en la seión 3.3.3.3
y mostrar ada una de las interpretaiones válidas de un mismo doumento. Un Ejemplo
de estas ambigüedades los enontramos en la representaión de ordinales. La apliaión
debería mostrar las distintas interpretaiones y permitir al usuario deidir la opión o-
rreta.
La esritura posiional que se revisó en la seión 2.2.3 onsiste en una notaión simpli-
ada de Braille utilizada en algoritmos para el álulo numério. La interpretaión de
este tipo de expresiones no ha sido realizada por el intérprete y podrían ser objeto de un
trabajo futuro.
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Apéndie A: Primeros y siguientes
A lo largo de esta memoria hemos heho referenia en numerosas oasiones a los elementos
que perteneen al onjunto de primeros o siguientes. La deniión de las funiones primeros y
siguientes nos ayudan a onstruir un analizador sintátio, a ontinuaión se explia el onepto
y los algoritmos que permiten su álulo.
Primeros
Si α es una adena de símbolos gramatiales, se onsidera PRIMEROS(α) al onjunto de
terminales (ω) que iniian las adenas derivadas de α. Denimos omo adena vaía (λ) a aquella
adena que no ontiene ningún elemento terminal. Si α→λ entones λ también pertenee al
onjunto de primeros(α). Los elementos que derivan en λ son denominados anulables.
Primeros: onepto ∀αǫ (T |N)+
Primeros(α) = { ω | α ⇒ ω ... y ω ǫ T}
Cálulo del onjunto de símbolos anulables:
Un símbolo A ǫ N es anulable si A ⇒ λ
álulo del onjunto de símbolos anulables:
Anulables0 = {A ǫ N | A → λ }
repetir
anulablesn+1 = anulablesn ∪ { A ǫ N | A → α1α2...αm ∀ i ǫ 1..m αi ǫ anulablesn }
Hasta que anulablesn==anulablesn+1
Cálulo del onjunto de primeros de los no terminales:
∀ A ǫ N
Si A ǫ anulables entones P0(A)={λ}
sinó P0(A)=∅
Repetir ∀ produión A → α de G
Pn+1(A)=Pn(A) ∪ PrimerosDe(α)
Hasta que ∀ A ǫ N : Pn(A) == Pn+1(A)
PrimerosDe(λ)={λ}
PrimerosDe(aβ)={a}, aǫT
PrimerosDe(Aβ) = si λǫ Pn(A) entones
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(Pn(A)-{λ}) ∪ PrimerosDe(β)
sinó Pn(A)
nsi
,A ǫ N
Siguientes
Se denen Siguientes(A) omo el onjunto de elementos terminales ω que pueden apareer
inmediatamente a la dereha de A. Es deir, no existe ningún símbolo entre A y ω o si ha existido
en algún momento ha aabado derivando a la adena vaía λ.
Siguientes: onepto ∀A ǫ N
Siguientes(A) ={ω | S ⇒ αAγ
ω ǫ Primeros(γ) y
S es el símbolo iniial y
ω ǫ T }
Cálulo del onjunto de siguientes:
∀ A ǫ N Si A es el iniial entones
S0(A) = {λ}
sinó S0(A) = ∅
nsi
Repetir ∀ produión A → αBβ de G
Sn+1(B) = Sn(B) ∪ PrimerosDe(β) ∪
si λ ǫ PrimerosDe(β) entones
Sn(A)
sinó ∅
nsi
Hasta que ∀ A ǫ N : Sn(A)== Sn+1(A)
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Apéndie B: Primeros y Siguientes de
la gramátia Braille
En este apéndie alulamos el onjunto de elementos primeros y siguientes para la gramátia
expliada en la seión 3.3.3 y que permite el reonoimiento de texto y matemátias Braille
(gura 5.1). La gura 5.2 muestra el paso de esta gramátia en notaión BNF a produiones,
este ambio de notaión es neesario para el álulo de los elementos Primeros (gura 5.3)
y Siguientes (gura 5.4). Los algoritmos utilizados para el álulo del onjunto de elementos
primeros y siguientes se enuentran en el Apéndie A.
<LINEA>::= <EXPR>{('=') <EXPR>}
<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>}
<TERM>::= <FACT>{(('∗'| '/' | ':' |'÷'|'.·'|'·') <FACT>| <FACT'>) }
<FACT>::= (<FACT1>['∧'<FACT>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT>)
<FACT'>::= (<FACT1'>['∧'<FACT'>℄ | 'raíz1' [<EXPR>℄'raíz2' <FACT'>)
<FACT1>::= <FACT2>['∨'<FACT1>℄
<FACT1'>::= <FACT2'>['∨'<FACT1'>℄
<FACT2>::= (('+' | '-') <FACT2>| '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | Letra | String [FUNCION℄)
<FACT2'>::= ( '('<EXPR>')' | '['<EXPR>'℄' |'{'<EXPR>'}'
|'<'<EXPR>'>' |[Numerador℄ Num | Letra | String [FUNCION℄ )
<FUNCION>::= '('[<EXPR>{,<EXPR>}℄')'
Figura 5.1: Gramátia para el reonoimiento de matemátias y texto Braille
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Figura 5.2: Paso a produiones de la gramátia BNF
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Figura 5.3: Cálulo del onjunto de elementos Primeros para los no terminales
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Figura 5.4: Cálulo del onjunto de elementos Siguientes para los no terminales
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Apéndie C: Ejemplos de
interpretaión de doumentos
Este apéndie muestra algunas de las traduiones realizadas por el intérprete de matemá-
tias y texto Braille. Los doumentos han sido esritos utilizando una máquina Perkins por
alumnos Centro de Reursos Eduativos Joan Amades, en ellos se reogen los prinipales ope-
radores matemátios implementados en la apliaión desarrollada.
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Apéndie D: Construión de un parser
a partir de la notaión BNF
En este apéndie se puede ver ómo transformar una gramátia en notaión BNF a un
algoritmo iterativo. La gramátia Braille se ha transformado en un algoritmo iterativo siguiendo
estas reglas.
Programa prinipal
símbolo SLA; /* símbolo leído */
main()
{ SLA = leer_simbolo();
Iniial();
If (SLA!=1) Error();
}
El programa prinipal siempre llamará a la misma funión iniial (elemento no terminal)
de la gramátia.
<no terminal>::= expresión BNF
no_terminal() { Parser[expresión BNF℄ }
Un símbolo no terminal denido en la parte izquierda de una regla BNF, pasará a ser una
funión en el algoritmo iterativo. La parte dereha de la regla BNF pasará a estar en el
uerpo de la nueva funión.
Parser[α1 | α2 | ... | αn℄
swith (SLA)
{
ase(Primeros(α1)): Parser[α1℄ break;
ase(Primeros(α2)): Parser[α2℄ break;
...
ase(Primeros(αn)): Parser[αn℄ break;
default: error();
}
Un operador de unión en una gramátia BNF pasará a ser una estrutura de ontrol de
tipo swith - ase.
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Parser[α1 α2 ... αn℄
{
Parser[α1℄
Parser[α2℄
...
Parser[αn℄
}
Un operador de tipo seuenia se transforma en una onatenaión de todos los elementos
de la seuenia en el nuevo ódigo iterativo.
Parser[{αn}℄
{
while (SLA Primeros(α))
Parser[αn℄
}
El operador de tipo repetiión {} en la gramátia BNF pasa a ser un bule en el algoritmo
iterativo.
Parser[<no_terminal>℄
{
No_terminal()
}
Un símbolo no terminal en la parte dereha de una produión pasará a ser una llamada
a una funión en el nuevo algoritmo iterativo.
Parser[<terminal>℄
{
If (SLA==Terminal)
leer_simbolo()
else error()
}
Un símbolo terminal llamará a la funión leer_simbolo() que se enargará de avanzar hasta el
siguiente token.
En el ejemplo de la gura 5.5 se puede ver la transformaión de la regla en notaión BNF
<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>} a un algoritmo iterativo. Las transformaiones
realizadas para ello han sido las siguientes:
El elemento no terminal <EXPR>situado a la izquierda de la regla, pasa a denir una
nueva funión expr() en el algoritmo iterativo.
Los elementos no terminales <TERM>situados a la dereha de la regla, pasan a ser lla-
madas a la funión term() en el algoritmo iterativo.
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<EXPR>::= <TERM>{('+' | '-') <TERM>}
proedure expr()
begin
term();
while (1)
if (token = '+') then
leer_simbolo('+');
term();
end if;
else if (token = '-') then
leer_simbolo('-');
term();
end if;
else return;
end while;
end expr;
Figura 5.5: Construión del Parser para la regla BNF Expr de nuestra gramátia
El operador de repetiión {} pasa a ser un bule While.
El operador unión | se transforma en un estrutura de ontrol de tipo if then else on los
elementos terminales omo ondiión.
Los símbolos terminales '+' y '-' llaman a la funión leer_simbolo que leerá el siguiente
token a proesar.
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 Resumen.  El trabajo expuesto en la presente memoria, forma parte de un 
proyecto de colaboración entre el Centro de Visión por Computador de la 
UAB y el Centro Joan Amades (ONCE), cuyo objetivo es la creación de 
recursos educativos que faciliten la integración de niños invidentes en las 
aulas. 
Se presenta el proceso de implementación de un intérprete y traductor de 
documentos escritos en Braille con contenido matemático y de texto, que 
permite a un profesor que no conozca el sistema Braille, la lectura de 
documentos creados por alumnos invidentes.  
Dicho intérprete forma parte de una herramienta que permite el 
reconocimiento de documentos escritos con una máquina Perkins. 
 
 
 
 
 
Resum. El treball exposat a la següent memòria, forma part d’un projecte 
de col·laboració entre el Centre de Visió per Computador de la UAB i el 
Centre Joan Amades (ONCE), que té per objectiu la creació de recursos 
educatius que facilitin la integració de nens invidents a les aules. 
Es presenta el procés de implementació d’un intèrpret i traductor de 
documents escrits en Braille amb contingut matemàtic i de text, que permet 
a un professor que no conegui el sistema Braille, la lectura de documents 
creats per alumnes invidents. 
Aquest intèrpret forma part d’una eina que permet el reconeixement de 
documents escrits amb una màquina Perkins. 
 
 
 
 
 
 
Abstract. The work outlined in this report is part of a collaborative project 
between the Computer Vision Center (UAB) and the Joan Amades Center 
(ONCE), which aims to create educational resources that facilitate the 
integration of blind children in classrooms. 
We present the implementation process of an interpreter and translator of 
documents written in Braille to mathematical content and text, which 
allows a teacher who doesn’t know Braille system, reading documents 
created by blind pupils. 
This interpreter is part of a tool that allows the recognition of documents 
written in a Perkins machine. 
 
